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Beiträge zur Gruppentheorie. I. 


Von Otto Grün ın Berlin }). 


& sei durchweg eine Gruppe von endlicher Ordnung. 


$ 1. Beziehungen zwischen Sylowgruppen zu verschiedenen Primzahlen, 


Wir beweisen zunächst: 

Satz 1. Es sei W eine abelsche in © als Normalteiler enthaltene p-Gruppe, m der 
Rang von U, ferner X eine l-Sylowgruppe von © für eine Primzahl l=# p und m, die Ord- 
nung von | mod. p. 


Ist dann k der kleinste Exponent mit =. l, so ist A mit der k-ten Ableitung 2.” 
N 


von X elementweise vertauschbar. 

Beweis. a) Sei zunächst vorausgesetzt, daß A vom Typus (p,...,p) ist. Dann 
ergibt sich die Behauptung leicht aus dem folgenden von mir in einer früheren Arbeit ?) 
bewiesenen Satz: 

Die I-Sylowgruppen der linearen Substitutionsgruppe vom Grade m im Galoisfeld G(p) 
sind genau k-stufig metabelsch, wo k die in Satz 1 erklärte Bedeutung hat. 

Um daraus die Behauptung von Satz 1 herzuleiten, betrachten wir die Darstellung 
von & durch die Automorphismen, die WA bei Transformation mit Elementen aus © er- 
fährt. Dabei wird © auf eine gewisse Untergruppe U der Gruppe aller Automorphismen 
von X, also aller linearen Substitutionen vom Grade m in G(p), homomorph abgebildet, 
und die Abbildung ist isomorph für die Faktorgruppe ®/N nach demjenigen Normal- 
teiler N von ©, der aus allen mit A elementweise vertauschbaren Elementen von ® be- 
steht. Nach dem angeführten Satz sind daher die /-Sylowgruppen von $Ö/NR=U höch- 
stens k-stufig metabelsch, d.h. ihre k-te Ableitung ist 1. Bei der Abbildung von © auf 
G/N geht aber jede /-Sylowgruppe & von ®& in eine /-Sylowgruppe 2N/N und jede Ab- 
leitung £& in die entsprechende Ableitung LÜN/N = (LN/N)" über. Aus (LNWN)” =1 
folgt daher 2” < N. Somit ist in der Tat &” elementweise mit X vertauschbar. 

b) Sei jetzt A von beliebigem Typus. Wir betrachten die Untergruppen W,, Apr, . . . 
aller derjenigen Elemente von W, deren p-te, p?-te,... Potenz 1 ist. Als charakteristische 
Untergruppen von X sind W,, Yz,... ebenfalls Normalteiler von ©; ihr Rang ist sicher 
nicht größer als der Rang m von N. 

Da W, vom Typus (p,...,p) ist, ist also nach dem in a) bereits Bewiesenen zu- 


nächst W, elementweise mit &" vertauschbar. 


1) Für mannigfache Ratschläge bei der Gestaltung meiner Resultate zu der vorliegenden Arbeit bin ich Herrn 
H. Hasse zu Dank verpflichtet. Siehe insbesondere auch Fußnoten 5 und 8. 
2) O0. Grün, Über Substitutionsgruppen im Galoisfeld G(pf), dieses Journal 171 (1934), S. 172, 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 1 
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Ferner ist W,./A, ein abelscher Normalteiler von G/AX, vom Typus (p,...,p) von 
nicht höherem Rang als m. Nach a) (und einem entsprechenden Schluß wie oben bei R) 
ist also W,. mit &” jedenfalls mod. U, elementweise vertauschbar. Sind daher Ay, L 
beliebige Elemente aus Ay, 2", so gilt bei Transformation mit Z 


Ap = An -A, mit A, aus N,. 
Daraus folgt durch p-malige Iteration, und weil Ay = A, bereits feststeht, 
Ab = Ay: Ad = Ay, da A=1. 


Da aber Z als Element aus &'” < & eine zu p prime Ordnung hat, ergibt sich, daß auch 
L, selbst mit A, vertauschbar ist. Somit ist W,» mit 2” elementweise vertauschbar. 


So fortfahrend ergibt sich die elementweise Vertauschbarkeit von &” mit W als 
Schlußglied der aufsteigenden Kette W,, Vpr,.... Damit ist Satz 1 bewiesen. 


Satz 1 läßt sich zu einem entsprechenden Satz über mehrstufige p-Gruppen ® 
(statt der einstufigen W) verallgemeinern, die in © als Normalteiler enthalten sind: 

Satz 2. Es sei Beine in © als Normalteiler enthaltene p-Gruppe, 31; 3ı:---, 3, =B 
ihre aufsteigende Zentrenreihe (3,/8,_, das Zentrum von PB, ,; i=1,...,r) und n, 


der Rang von 3,/8;_,- Ferner sei wieder X eine I-Sylowgruppe von © für eine Prim- 
sahl == p und mı die Ordnung von | mod. p. 
» . Ri 2 2. . . . 
Ist dann k der kleinste Exponent mit — < I” für allei=1,...,r, so ist B mit 2” 


mı 
elementweise vertauschbar. 


Beweis. Als charakteristische Untergruppen von ® sind die 3, Normalteiler von ©. 
Nach Satz 1 ist &” mit 3, Jedenfalls mod. 3, _, elementweise vertauschbar. Daraus 
ergibt sich die Behauptung wie im Beweis zu Satz 1 unter b). 

Für den Spezialfall, daß A in Satz 1 sogar p-Sylowgruppe von ® ist, beweisen 
wir weiter: 

Satz 3. Hat © als p-Sylowgruppe einen abelschen Normalteiler X und ist der Rang 
von U kleiner als die Grade aller nicht-abelschen absolut-irreduziblen Darstellungen von ©, 
so ist A mit der Kommutatorgruppe ©’ elementweise vertauschbar. 

Beweis. a) Sei zunächst wieder \ vom Typus (p,...,p) und m der Rang von 9. 
Wie ım Beweis von Satz 1 unter a) betrachten wir die Darstellung FT von © vom Grade m 
in G(p), die aus den Transformationsautomorphismen von X mit Elementen aus © ent- 
springt. Seı FT, ein absolut-irreduzibler Bestandteil von F und m, der Grad von Ty. 
Bekanntlich kann f,, in einer endlichen algebraischen Erweiterung, also in einem ge- 
wissen G(p’) angenommen werden, und nach einem Satz von Speiser ?) entspricht dann 
, eine absolut-irreduzible Darstellung gleichen Grades m, im gewöhnlichen Sinne (in 
einem gewöhnlichen algebraischen Zahlkörper), weil hier die Ordnung der Darstellungs- 
gruppe (nämlich [G: N], wo NZ U wie im Beweis zu Satz 1 erklärt ist) als Teiler von 
|&:W] nach der gemachten Voraussetzung prim zu p ist. Nach der weiteren Voraus- 
setzung ist somit FT, abelsch (d.h. m, = 1). Dann werden aber alle Elemente von &’ 
durch 1 dargestellt, d.h. &’ ist mit A elementweise vertauschbar. 

b) Ist A von beliebigem Typus, so schließt man wieder analog wie im Beweis zu 
Satz 1 unter b). An Stelle des dortigen Z aus &” tritt hier ein C aus ©’. Zwar hat hier 
C nieht notwendig eine zu p prime Ordnung, doch ist jedenfalls die Ordnung in bezug 
auf A von C prim zu p, und das genügt für den dortigen Schluß. 





») A. Speiser, Gruppentheorie (2. Aufl., 1927), Satz 202. 
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$ 2. Die aufsteigende Zentrenreihe. 
Das ist die Untergruppenreihe 3,=1, 3,,:--,8,, wo 8,/8,_, das Zentrum von 
6/3, Ist @=1,...,r), und die dadurch abbricht, daß zuerst &/3, das Zentrum 1 hat. 
Ist dabei 3, = ®, so heißt © nach aufsteigenden Zentren auflösbar. 


Bekanntlich ist jede p-Gruppe nach aufsteigenden Zentren auflösbar, und daher 
allgemeiner auch jedes direkte Produkt aus p-Gruppen, d.h. jede Gruppe ®, die das 
direkte Produkt ihrer Sylowgruppen (für alle Primzahlen p) ist. Diese notwendige Be- 
dingung für die Auflösbarkeit nach aufsteigenden Zentren ist auch hinreichend ®): 

Jede nach aufsteigenden Zentren auflösbare Gruppe © ıst das direkte Produkt ihrer 
Sylowgruppen. 

Der von Hilton gegebene einfache Beweis mag hier kurz wiedergegeben werden, 
um dann daran eine weitere Bemerkung anzuknüpfen. 

Sind S, T solche Elemente aus ®, deren Kommutator ($, T) = S"T"ST in 3, 
liegt, so gelten, wie man sofort bestätigt, die Relationen 


($S, TY" = (S5*, T) = ($, T*) für jedes k. 


Haben also zudem S, T zueinander prime Ordnungen, so folgt (5, T) =1,d.h. $S und T 
sind miteinander vertauschbar. Wendet man dies, für zwei Elemente 5, T zueinander 
primer Ordnungen aus ©, auf &/3,_, statt © an, so hat man: 


Liegt (5, T) ın 3,, so liegt (S5, T) sogar in 3,_,- 
Ist also © = 3,, so ergibt dies (5, 7) = 1 für alle Elementpaare 5, T zueinander primer 
Ordnungen aus ©. Das liefert ohne weiteres die Behauptung. 


Wir beweisen auf ähnlicher Grundlage: 
Satz 4. Ist 3, > 3, so ist © > ©’; genauer: © besitzt danr eine abelsche Faktor- 
gruppe, die zu einer Untergruppe C > 1 von 3, isomorph ist. 
Beweis. Für jedes Z, in 8, und jedes S in ® gilt (5, Z,) = 1 mod. 3,, d.h. (S, Z,) 
liegt in 3,. Daraus ergibt sich, wie man sofort ähnlich wie oben bestätigt, die Relation 
(ST, 2;) = ($, 2;) (T, 23) 


für beliebige 5, T in &©. Durch die Kommutatoren (S, Z,) wird also für jedes feste Z, 
aus 8, eine homomorphe Abbildung von &© auf eine gewisse Untergruppe Gz, von 3, 
geliefert. Dabei ıst Cz, = 1 dann und nur dann, wenn alle $ aus © mit Z, vertauschbar 
sind, d.h. wenn Z, ın 8, liegt. Ist also 3, > 3,, so gibt es ein Z, mit 6, =€ >1. 
Das ergibt die Behauptung. 


S$S 3. Zusammenhang zwischen p-Sylowgruppen und Kommutatorfaktorgruppe. 
A. p-normale Gruppen. 
Wir nennen $% p-normal, wenn © folgende Eigenschaft hat: 


Das Zentrum 3 einer p-Sylowgruppe ® von © ıst Zentrum in jeder zu® ın & Konju- 
gierten, in der es überhaupt enthalten ist. 


Die nachstehenden für das Folgende an sich entbehrlichen Ausführungen sollen 
dazu dienen, einen genaueren Einblick in die Bedeutung dieser Eigenschaft zu geben. 


Sei N der Normalisator von 3 in &. Natürlich ist ® in N enthalten. Überdies 


enthält N (für beliebiges &) genau diejenigen in & zu ® konjugierten ®, die 3 als Zentrum 
enthalten. 


*) H. Hilton, An introduction to the theory of groups, Oxford 1908, Chapter XIII, $ 13. 
Br 
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Ist nämlich einerseits P< N, so ist BP — P” mit N in N, also 3° = 3, und somit 
3 auch Zentrum von ®. Und ist andrerseits 3 als Zentrum in der konjugierten ® = ®° 
(S in ®) enthalten, so ist 3° = 3, also S in N, und somit BEN. 

Hiernach kann die der p-Normalıtät zugrunde liegende Eigenschaft auch so formu- 
lıert werden: 

Jede das Zentrum einer p-Sylowgruppe ®B von © enthaltende in & zu B Konjugierte 
ist im Normalisator WR von 3 in © enthalten. 

Für beliebiges & ist 3 als gemeinsames Zentrum aller p-Sylowgruppen von % eine 
charakteristische Untergruppe von ®, und daher fällt N mit seinem Normalisator in © 
zusammen, d.h. N’—N gilt nur für 7 in N. 

Auch das-Kompositum R aller p-Sylowgruppen von ® ist übrigens eine charakte- 
ristische Untergruppe von ®, und zwar eine echte, wenn $ nicht im Zentrum von ® liegt, 
denn 3 liegt im Zentrum von R. Die p-Sylowgruppen von R sind bereits in R konjugiert. 
Ist also N irgendein Element aus N, so existiert dazu ein Element R in R mit P’= RP; 
dann ist NR’ im Normalisator Q von Bin & gelegen, und somit gilt R< OR. Umge- 
kehrt gilt neben RZNR auch Q=ZN, da 3 als charakteristische Untergruppe von ® 
Normalteiler von DO ist. Somit gilt sogar W= DR. Nach dem Isomorphiesatz folgt 
daraus WR = D/OR, wobei OR = Bist. Wir erwähnen, wie gesagt, alles dies nur 
beiläufig, um einen gewissen Einblick in die Bedeutung des Normalisators N des Zentrums 
3 von ® zu geben, der im folgenden eine wichtige Rolle spielt. 

Wir beweisen nun zunächst zwei Hilfssätze über p-normale Gruppen; ®, 3, N 
haben dabei die vorstehend erklärte Bedeutung. 

Hilfssatz 1. Ist & p-normal, so folgt aus 3’ <N mit Tin ©, daß Tin liegt. 

Beweis. Ist Z’<N, so liegt 3” in einer p-Sylowgruppe B” von R (N in N). 
Aus 3” < ®” folgt wegen der vorausgesetzten p-Normalität von ©, daß 3” das Zentrum 
3" = 5 von ®” ist, also 3” = 3. Wegen der Bedeutung von R liegt somit 7 in N. 

Folgerung. Liegt T nicht in R, so ist die Anzahl der Linksklassen nach % im Komplex 
ZTN eine Potenz p mtr Z1. 

Denn diese Anzahl ist bekanntlich gleich dem Index [3”: (3° N)], also eine Po- 
tenz p’, und nicht pP = 1, weil sonst 3” < NR wäre, also 7 nach Hilfssatz 1 in N läge. 

Hilfssatz 2. Ist & p-normal, so sind in © konjugierte Elemente aus ® schon in 
N konjugiert. 

Beweis. Sei P= P”mit P, Pin Bund Sin ©. Hier darf $ durch ein beliebiges 
Linksvielfaches NpS5 mit Nr aus dem Normalisator Nr von P in © ersetzt werden. 
Wir zeigen, das es ein Np in Nr gibt, für das NS = N in IS liegt. 

Auf Grund der Bedeutung von $& gilt 


NrZB 
und entsprechend auch WR = NE > 3, also 
MS. 
Demnach existieren zwei p-Sylowgruppen von Np, ®, und BSP mit Np in Np, derart, daß 
SB 


1 
und BI? > 3°, also 


>B 
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ist. Da ®, seinerseits in einer p-Sylowgruppe ®* von ® enthalten ist, folgt aus der 
vorausgesetzten p-Normalität von ®&, daß 8 gleichzeitig Zentrum von ®* und P*”r° 
ist. Somit gilt 

grP=8 dh NS=N in. 
Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Wir betrachten nun die maximal-abelschen p-Faktorgruppen $/®, von & und 
N/N, von N. Sie sind dadurch charakterisiert, daß &,/&’ und N,/R’ die maximalen 
Untergruppen zu p primer Ordnung von ®/&’ und N/NR’ sind. 

Wir setzen 

MEN G, B-PrH=-PRN, = Fr: 
Komplementär dazu hat man 
G—= NG, = Pb, N=PRN, N= PN: 
Ist nämlich 5 ein beliebiges Element aus ©, und bestimmt man dazu x aus den beiden 
miteinander verträglichen Kongruenzen 
x=141 mod. [®: &,] (p-Potenz),, z=0 mod.[$:%] (prim zu p), 
so gilt 
5” = $ mod. &,, Sin 8. 
Die Klassen von ®& nach ©, können also durch Elemente aus ®B repräsentiert werden. 
Das bedeutet & = RG, und damit erst recht & = NG&,. Entsprechend folgt N = PN5 
und DV = PM, 

Nach dem Isomorphiesatz ergibt sich jetzt 

GEG-NR= PB, MN = P/Ro- 
Auf Grund der Bedeutung von N, ist hiernach 
NEN, also auch B,<®. 


All dies stellt sich ın einer geläufigen schematischen Veranschaulichung folgender- 
maßen dar: 





S— 2 Je 
0 
N— N— P, 
| 
P' 
1 
Fig. 1 


Dabei ist in der Tat, wie noch eingezeichnet, ®’< R,, weil WR,EN/N, abelsch ist, 
und Bu < N’, weil die Elemente aus P,=PN, in bezug N’ einerseits p-Potenzordnung, 
andrerseits zu p prime Ordnung haben. 

Unser Hauptsatz über p-normale Gruppen sagt nun aus, daß für p-normale & in 
Wahrheit N —=N,, also auch B = %, gilt: 


Satz 5. Ist © p-normal, so ıst die maxıimal-abelsche p-Faktorgruppe ©/&, von 
& ısomorph zur mazximal-abelschen p-Faktorgruppe N/R, des Normalisators N in © des 
Zentrums 3 einer p-Sylowgruppe ® von ©. 
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Beweis. a) Bekanntlich bildet (in jeder Gruppe © für jede Untergruppe NR) die 
Verlagerung Vs.n(%) die Kommutatorfaktorgruppe &/&’ homomorph auf eine gewisse 
Untergruppe der Kommutatorfaktorgruppe N/R’ ab’). Betrachten wir hier die Ver- 
lagerung V&-n(®), kurz V(®), nur mod. N,, so liefert sie eine homomorphe Abbildung 
von ®/®, auf eine gewisse Untergruppe von W/R,; denn aus 

V(&,)" = V(&) = V(6)=1 mod.N, wo n=[G®:6,] prim zu p, 
folgt nach der Bedeutung von WR, 
V(,) 1 mod. N, - 

Auf Grund der bereits vor Satz 5 gemachten Ausführungen genügt es hiernach, 
zu zeigen, daß die homomorphe Abbildung V(®) mod. N, von ©/&, auf die volle Gruppe 
NN, erfolgt: 

v(6)=N mod. %,: 
Wir zeigen, daß schon die Teilabbildung V(N) mod. N, auf die volle Gruppe NN, erfolgt: 
wegen WR, ZN, < ©, ist das sicher eine homomorphe Abbildung von N/N,, und wegen 
RK = PN, ist weiter sogar 
V(B) = V(N) mod. WR, ; 
d. h. es genügt, die Teilabbildung V(P) mod. N, von P/R, zu betrachten und für sie 
V(P)EN mod. N, 


nachzuweisen. 
Diesen Nachweis erbringen wir dadurch, daß wir feststellen: für jedes Element 
A aus ® gilt eine Kongruenz der Form 


(V) V(A) = A'*"? mod. N, mit einem gewissen A. 


Dann geht nämlich bei der homomorphen Abbildung V(P) mod. N, von P/P, ın HR, 
jede Klasse in eine Klasse gleicher Ordnung, also nur die Hauptklasse in die Haupt- 
klasse über, die Bilduntergruppe von N/N, hat also dieselbe Ordnung wie P/'P, und ist 
somit wegen PP, = N/N, zur vollen Gruppe N/R, isomorph. 

b) Zum Beweis der Kongruenz (V) haben wir auf den Bildungsprozeß der Ver- 
lagerung V(A) einzugehen. Durchläuft 7 ein beliebiges Repräsentantensystem 7 der 
Linksklassen von ® nach N, also 


$G=23TN, 


so hat man ein Gleichungssystem 

AT=T'N7 
mit eindeutig bestimmten 7’ aus T und Nr aus RW. Die Verlagerung V(A) ıst dann 
durch 


V(A) =IIN: mod. R’ 


definiert. Die einzelnen Gleichungen AT = T’Nr nennen wir im folgenden kurz die 
Verlagerungsgleichungen für A zu den Repräsentanten T. 


5) Den Gedanken, bei diesem Beweise die ursprünglich von mir verwendeten monomialen Darstellungen durch 
die Verlagerung zu ersetzen, verdanke ich einer Mitteilung von H. Hasse. Dieser wurde seinerseits geleitet durch 
eine mündliche Mitteilung von E. Witt, wonach sich der klassische Beweis des Burnsideschen Satzes (s. u. Fußnote 6) 
in ganz entsprechender Weise einfacher und durchsichtiger gestalten läßt. 
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Wir unterscheiden nun drei Sorten von Repräsentanten T. 
1) T=1. DaAin PZN liegt, hat man dafür als Verlagerungsgleichung 
AT= TA, und somit Nr = A 
als Beitrag von T=1 zu V(A). 

2) Repräsentanten 7 mit T’=[T,d.h. A” in W, aber 7 nicht in N. Jedem 
solchen Repräsentanten 7 entspricht gleich ein ganzes System von inäquivalenten 
Repräsentanten Z7 mit der gleichen Eigenschaft, nämlich entsprechend der Zerlegung 
des Komplexes 


ZN = = ZTNR 
mit gewissen Repräsentanten Z aus 8. In der Tat ist wegen der Bedeutung von 
durchweg A”’ = A" in N. Weil nun © als p-normal vorausgesetzt wird, ist nach der 
obigen Folgerung aus Hilfssatz 1 die Anzahl der Repräsentanten ZT in Jedem solchen 
System eine gewisse Potenz p’ mit r>21. Die zugehörigen Verlagerungsgleichungen 
sind 
A-ZT=ZT.A”, und daher durchweg Nr = A". 
Jedes solche System ZT liefert also zu V(A) einen Beitrag der Form 
II Nzr == (a’y mit einem gewissen r 1. 

3) Die übrigen Repräsentanten 7, also die mit 7’+T, d.h. A” nicht in N, zer- 
fallen in Zyklen entsprechend der Zyklenzerlegung der Permutation 7 —T’. Da A 
in ® liegt, hat A” in bezug auf N eine Ordnung p’; für die jetzt betrachten Repräsen- 
tanten 7 ist dabei r>1. Es bilden dann 7, AT,..., AP”T ein System inäquiva- 
lenter Repräsentanten mit der gleichen Eigenschaft wie 7, und diese Repräsentanten 


entsprechen gerade dem aus 7 entspringenden Zyklus. Dieser Zyklus ist also p’-gliedrig, 
und die zugehörigen Verlagerungsgleichungen lauten 


A-AT=A"T-1, ao N» =1 (i=0,A,...pP—2) 
A-APAT=T.(A”), alo N en = (A”). 
Daher liefert jeder solche Zyklus zu V(A) einen Beitrag der Form 
u r 
dA N = (ar)” mit einem gewissen r 21. 
Insgesamt haben wir somit 


V(A)=A.-IT'(A”) 


pr 


IA") mod. W, 
wo T in IT’ und ]I” gewisse Repräsentanten aus T durchläuft und die zugeordneten 
(von T abhängigen) Exponenten r >21 sind. 

Ein Faktor A” aus IT’ liegt nun als Element aus N jedenfalls in einer gewissen 
p-Sylowgruppe P®”(N in N) von N, und da auch A” in ®” liegt, folgt nach Hilfssatz 2 
die Existenz eines N in N mit A” = A””. Daher ist 

A”=A mod. W. 
Ganz entsprechend ergibt sich auch für die Faktoren aus IT” 
(Ar) = A” mod. W. 
Zusammengenommen haben wir daher 
V(A) =A -IT’A” .IT’A” mod. N’, also sicher mod. N,, mit gewissen r > 1, 
und daraus ergibt sich ohne weiteres die Behauptung (V). Damit ist Satz 5 bewiesen. 
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Aus Satz 5 läßt sich sehr einfach der folgende bekannte Satz von Burnside her- 
leiten: 

Ist die p-Sylowgruppe ® von & im Zentrum ihres Normalisators N in © gelegen, 
so ıst die maximal-abelsche p-Faktorgruppe ©/&, von © zu ® isomorph. 

Unter dieser Voraussetzung ist nämlich in den bisherigen Bezeichnungen 3 = %$, 
also X auch der Normalisator von 3, und © ist trivialerweise p-normal. 

Nach Satz 5 reduziert sich somit der Beweis des Burnsideschen Satzes auf den 
Nachweis, daß die maximal-abelsche p-Faktorgruppe N/N, von N zu PB isomorph ist. 
Da nun B im Zentrum von X liegen soll, hat man für jedes Element A aus ® ohne weiteres 


Vn-g(A) = 4", wo n=[R: %] prim zu p. 


Bei der homomorphen Abbildung VYg,g(NR) von N/N’ erfolgt also bereits die Teilab- 
bildung Vr-g(P) auf die volle Gruppe P/P’ = %, umsomehr die ganze Abbildung. 
Das ergibt die Behauptung ®). 

Weitere Folgerungen aus Satz 5 ergeben sich, wenn man speziell voraussetzt, 
daß die p-Sylowgruppen von © abelsch sind. Dann ist wieder 3 = $, Nauch der Normalı- 
sator von ®, und © ist trivialerweise p-normal. 


Wir haben so zunächst ohne weiteres aus Satz 5: 


Satz 6. Sind die p-Sylowgruppen von © abelsch, so ist die mazxımal-abelsche 
p-Faktorgruppe von & isomorph zur mazximal-abelschen p-Faktorgruppe des Normalısators 
N einer p-Sylowgruppe ®B. 

Wir folgern weiter aus Satz 5 die folgende Verallgemeinerung des Burnsideschen 
Satzes °): 

Satz 7. Sind die p-Sylowgruppen von © abelsch, und ist A eine Untergruppe einer 
von ihnen ®%, die im Zentrum des Normalisators N von ® liegt, so besitzt © eine zu X ıso- 
morphe Faktorgruppe ©/®*. 

Beweis. Nach Satz 5 genügt es zu zeigen, daß N eine zu W isomorphe Faktor- 
gruppe N/N* besitzt. Nun folgt aus der Zugehörigkeit von A zum Zentrum von W 
genau wie im obigen Beweis des Burnsideschen Satzes Vn,g(W) = U. Dies besagt die 
Existenz einer zu Xisomorphen Faktorgruppe AR’/N5 in WUNZAWS>N ZW). 
Nach bekannten Sätzen über abelsche Gruppen besitzt dann auch N/R’ selbst eine zu 
A isomorphe Faktorgruppe WN+N+*Z NR). 

Schließlich folgern wir aus Satz 5: 


Satz 8. Sind die p-Sylowgruppen von © abelsch, und ist U eine Untergruppe einer 
von ihnen ®, die Normalteiler des Normalisators WR von ® ist und für die B/A im Zentrum 
von N/A liegt, so besitzt & eine zu P/A isomorphe Faktorgruppe G/&*. 


Beweis. Nach Satz 5 genügt es wieder zu zeigen, daß N eine zu W isomorphe 
Faktorgruppe N/N* besitzt. Dies ergibt sich aber ohne weiteres aus dem Burnsideschen 
Satz für NM. 


6) Der in Fußnote 5 erwähnte einfache Beweis des Burnsideschen Satzes von Witt entsteht, indem man die 
hier in zwei Schritte V, ‚9 und Vy_,„ zerlegte Verlagerungsbildung in dem einen Schritt V ‚7 ausführt. 

?) Wie ich nach Fertigstellung meiner Arbeit bemerkte, hat kürzlich auch H. Zassenhaus auf diese Verall- 
gemeinerung hingewiesen, ohne allerdings den Beweis auszuführen; siehe dessen Arbeit: Über endliche Fastkörper, 
Abh. Math. Sem. Hamburg 11 (1935), S. 210. — Ein Spezialfall dieser Verallgemeinerung findet sich auch in der 
kürzlich erschienenen Arbeit von W.K.Turkin, Ein neues Kriterium der Einfachheit einer endlichen Gruppe, Math. 
Ann. 111 (1935), Theorem II. Auch das dortige Theorem I hat eine gewisse Verwandtschaft mit den Sätzen 5 und 9 
dieser Arbeit. 





Grün, Beiträge zur Gruppentheorie. 1. I 


Wir zeigen noch, daß keineswegs jede Gruppe p-normal ist. Zum Beispiel ist das 
Holomorph 9 einer abelschen Gruppe W vom n-gliedrigen Typus (p,...,p) fürn >22 
nicht p-normal. 9 entsteht als verschränktes Produkt mit Faktorensystem 1 von W 
mit seiner Automorphismengruppe ©, d. h. indem man mit den formal gebildeten Pro- 
dukten AS (A in W, 5 ın ©) nach den Regeln rechnet: 


AS=A'S’ nurfü A=A,$S=S, 
A® = Bild von A beim Automorphismus S. 


© wird vermöge einer Basis A,,..., A, von A als Gruppe aller regulären Matrizen n-ten 
Grades im Galoisfeld G(p) isomorph dargestellt. Eine p-Sylowgruppe ®,, von © wird 
dabei durch alle Matrizen gegeben, die 1 in und O über der Diagonale haben, für die also 
der zugeordnete Automorphismus P, die Gestalt 

Al'’=A, 

Ay'—= Al"A, 

Ay" — Alm Adn2 ... A, 
hat. Dann ist ®, = AP,, eine p-Sylowgruppe von 9 = WS. Das Zentrum von ®B, ist, 
wie leicht zu sehen, die durch A, erzeugte Untergruppe A, von VW. Dieses Zentrum W, 
von ®, ist nun als Untergruppe des Normalteilers A von 9 in jeder p-Sylowgruppe ® 
von 9 enthalten. X, ist aber in allen und nur denjenigen p-Sylowgruppen ® von 9 
Zentrum, die in der Untergruppe 9, = AS, von 9 liegen, wo ©, die Untergruppe der- 
jenigen Automorphismen S, von W ist, die A, festlassen, also 


Ay" = A, 


Ss 8: 
A;' un Ar da a 


Für n=2 gibt es aber auch nicht in der Untergruppe 9, liegende p-Sylowgruppen 
von $, zum Beispiel die Gruppe P} — AP, wo ®;, durch alle Matrizen P} mit 1 in 
und O unter der Diagonale gegeben ist. In einer p-Sylowgruppe ®; ist also U, zwar 


enthalten, aber nicht Zentrum. Das Zentrum von ®, ist vielmehr die durch W, erzeugte 
Untergruppe W, von W. 


B. Beliebige Gruppen. 

Auch für beliebige Gruppen läßt sich die maximal-abelsche p-Faktorgruppe durch 
die p-Sylowgruppen charakterisieren, wenn auch nicht mehr in ganz so einfacher Form 
wie für p-normale Gruppen. 

Es sei ® eine p-Sylowgruppe von & und R ihr Normalisator ın © (N ıst also Jetzt 
nicht mehr der Normalisator nur des Zentrums von ®). Wir übernehmen die vor Satz 5 
eingeführten und in Fig. 1 schematisch dargestellten Bezeichnungen. Alles dort Ent- 
wickelte gilt ohne weiteres auch bei der jetzigen Bedeutung von W. Während aber dort, 
wie in Satz 5 festgestellt, N), B, mit N,, ®, zusammenfallen, ist das hier im allgemeinen 
nicht der Fall. Es handelt sich für uns darum, die zunächst von © aus durch Durch- 
schnittsbildungen (also von oben her) definierten Gruppen N), PB, auch von N, B aus 
durch Kompositumsbildungen (von unten her) zu charakterisieren. Dazu bilden wir 
das Kompositum 


ıS 
= (BP) 


IV 


Journal für Mathematik, Bd. 174. Heft 1/2. 
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und damit weiter 


Jedenfalls gilt 
PR, also NEN; 


denn es ist durchweg Br P<BrOÖ’<BRrG,=W,. Wir haben also jedenfalls 
folgendes Schema: 











II 
— 
| | 

I 
NN — 

ag, 

P 


Fig. 2. 


Weil jetzt ® Normalteiler von W ist, sind auch ®), PB, ®, (und seiner Definition nach 
auch IT) Normalteiler von N, und überdies sind ®,, ®, ®, die (einzigen) p-Sylow- 
gruppen von Rh, N, N, und W. 

Wir beweisen nun daß in Wahrheit R—= N), also auch B=$) gilt: 


Satz 9. Es sei B eine p-Sylowgruppe von ©, N ihr Normalısator ın ©, B, die 
p-Sylowgruppe der Kommutatorgruppe W, 


T= II (BP) 
das Kompositum der Durchschnitte von ® mit allen in & zu ®’ Konjugierten, und 


PB —= IT, . 

Die mazximal-abelsche p-Faktorgruppe ©/&, von © ist ısomorph zu der Faktor- 
gruppe B/B von B. 

$/&, ist überdies isomorph zu derjenigen Faktorgruppe RR der mazximal-abelschen 
p-Faktorgruppe WR, von N, die durch 

N—-TIN, = PN, 
geliefert wird ®). 

Beweis. Wie aus den Vorbemerkungen hervorgeht, genügt es zu zeigen, daß 
[6:6] 2 [B:®] ist. Wir zeigen das dadurch, daß wir die Existenz einer zu B/B 
isomorphen Faktorgruppe ®/&,„ von ®/®, nachweisen. ©, wird sich als Schlußglied 
einer absteigenden Untergruppenkette ®,,..., &m herausstellen, entsprechend der 
abfallend geordneten Reihe p%,..., pm (kkZ---Zk,.) der Invarianten der abel- 
schen Gruppe P/B = N/N. 

a) Wir zeigen zunächst, daß ®/®, einen direkten Faktor &,/&, mit zyklischer 
Faktorgruppe ®/®&, der Ordnung p* hat. 


®) Diesem Satz und seinem Beweis hat Herr Hasse die vorliegende Form gegeben. Ich habe mich ur- 
sprünglich darauf beschränkt, bei den gemachten Voraussetzungen eine zyklische p-Faktorgruppe nachzuweisen. 
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Sei dazu A, ein Element aus ® von der maximalen Ordnung p*: mod. ®, das 
möglichst niedrige absolute Ordnung hat. Dann ist {A,PY/P direkter Faktor der Ord- 
nung pt: von ®/P; es existiert also (mindestens) ein dazu komplementärer direkter 
Faktor ®,/® (derart, daß die ganze Gruppe P/B das direkte Produkt der beiden genannten 
komplementären Faktoren ist). Natürlich ist dann auch {A,NY/N direkter Faktor 
derselben Ordnung p*: von N/N, und N,/N mit N, = PN ist ein dazu komplementärer 
Faktor. 

Wir betrachten nun, ähnlich wie im Beweis von Satz 5, die durch die Verlagerung 
Vorn(P), kurz V(B), mod. N gelieferte homomorphe Abbildung von P/P in NN und 
zeigen nachstehend unter b) und c), daß für das oben definierte Element A, eine Kon- 
gruenz der Form 

(V,) V(A,) = A"? mod. N, 
mit einem gewissen Ah, gilt. 

b) Zum Nachweis von (V,) leiten wir zunächst eine Kongruenz für die Verlagerung 
V(A) eines beliebigen Elements A aus ® her, die wir nachher auf A, und später auch 
auf die den weiteren Invarianten p*%,..., pm ın bestimmter Weise zuzuordnenden 
Elemente A,,..., A„ anwenden werden. 

Wir legen dazu die Repräsentanten der Linksklassen von ® nach WR hier etwas 
anders fest als oben im Beweis von Satz 5. Ausgehend von der Doppelzerlegung 

G = <P TR, T aus © 


und der weiteren Zerlegung 


BIN = EPTN, P aus ® 


jedes einzelnen ihrer Komplexe, nehmen wir als Repräsentanten der Linksklassen von 
6 nach N die Repräsentantenprodukte PT. Wegen ABTN = PTR für A in B ist 
die in den Verlagerungsgleichungen für A auftretende Permutation dieser Repräsen- 
tanten so beschafien, daß die jedem einzelnen Komplex PTR entsprechenden Repräsen- 
tanten PT (T fest) nur untereinander permutiert werden. Dementsprechend stellt 
sich die Verlagerung V(A), nach Beiträgen der einzelnen Komplexe ®PTN zerlegt, fol- 
gendermaßen dar: 


V(A) = A II(IT’AU IT" (AP)T) mod. m. 


Dabei ist der Beitrag A des Hauptkomplexes RB = N vorweggenommen, dann folgt 
das Produkt über die Beiträge der übrigen Komplexe BTN, für die also 7 nicht in N 
liegt. Innerhalb jedes solchen Beitrags sind in II’ diejenigen Repräsentanten PT 
berücksichtigt, für die A”” in R (und dann hier sogar in der einzigen p-Sylowgruppe ® 
von NW) liegt, und in IZ’” dann die übrigen Repräsentanten PT, die sich wieder zu 
p’-gliedrigen Zyklen mit r >1 zusammenfassen lassen, wo jeweils zuerst (A”’)"” in N 
liegt. 

r Für jedes 7 (nicht in 0) ist die Anzahl der Faktoren in IT’ ein Multiplum up. Denn 
die Gesamtanzahl der zu 7 gehörigen PT ist gleich dem Index [P”: (P’-N)], also eine 
Potenz p’, und zwar mit r >1, da sonst B”<N wäre, also T nach der Bedeutung 


von Rin N läge. Die Anzahl der Faktoren in II’ ist dann gleich p’ Ep, wo über 


die einzelnen Zyklenzahlen p’ zu den ? in IT” summiert ist; sie ist also in der Tat ein 
Multiplum von p. 


,)%* 
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Ferner gilt für irgend zwei in II’ auftretende Repräsentanten P,T, P,T 
AP" — APT mod. TI, also sicher mod. N. 
Denn das läuft auf die Zugehörigkeit zu TI des Elementes 
P=ATAT =(A- PP -AT-P,Py“ 

hinaus. Dies Element P liegt aber wegen des ersten Ausdrucks nach unserer Konstruktion 
ın ®B und wegen des zweiten Ausdrucks in BAT pT zusammengenommen also in 
POPÜ=EN. 

Hiernach ergibt sich die für jedes A aus ® gültige Kongruenz 


(K) V(A)= A -II((AaP”)" . IT’ (A?’)?7) mod. N 


mit gewissen zu und gewissen r 21. 

c) Wir wenden (K) jetzt auf das oben ausgewählte Element A, an. Für die in (K) 
auftretenden zu ® gehörigen Faktoren AT”, (A!”)”” hat man bei der oben erklärten Be- 
deutung von ®, und X, Kongruenzen 

| AT = AN, (AT = A” mod. ®,, also auch mod.N.. 
Dabei ist durchweg y = yyp. Denn wäre y= 0 mod. p, so hätte das zu ® gehörige 
Element (A7’J’” mod. ®, und somit erst recht mod. ® die maximale in P/P vor- 
kommende Ordnung p*, während wegen r >21 seine absolute Ordnung niedriger als 
die von A, ist; das widerspricht aber der obigen Auswahl von A.. 

Hiernach ergibt sich aus (K) für das Element A, eine Kongruenz 
V(A,) = A, » AB” . Ar mod. R, 

von der oben in (V,) behaupteten Form. 

d) Die Kongruenz (V,) besagt mit Rücksicht auf die Tatsache V(®,) = 1 mod. %,, 
also sicher mod. N,, daß das Element A, mod. &, mindestens die Ordnung p* hat. Da 
aber wegen &/&, = PP; und P} > ® die maximale Ordnung in ®/&, höchstens 
gleich p* ist, ergibt sich, daß A, mod. ©, genau von der Ordnung p* ist und daß p* 
die maximale Ordnung in ©/&, ist. Hiernach ist die Untergruppe {A, ©,}/®, ein direkter 
Faktor der Ordnung p“: von ®/&,. Es existiert also ein zu ihr komplementärer direkter 
Faktor &,/&, derart, daß &/®&, zyklisch von der Ordnung p* ist. Damit ist die zu Beginn 
ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

e) Zur Fortführung und Vollendung unseres schrittweise vorgehenden Beweises 
definieren wir von der erhaltenen Untergruppe ®, aus Gruppen N}, ®, ganz analog 
wie von &, aus N), Bo definiert waren, also 

M-ENG, P= Pr. 
Wegen ®, 2 ©, gilt dann 
NN Pyı=Bo, 
Unser in Fig. 2 gegebenes Schema füllt sich dementsprechend folgendermaßen auf: 


Fig. 3 1 
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Die Gruppen ®}, N, haben dieselbe Eigenschaft, wie die unter a) (von unten her) 
eingeführten Gruppen ®,, %,; die Freiheit in der Wahl der letzteren ist durch unsere 
an ®, geknüpfte Definition (von oben her) der ersteren auf die Freiheit in der Wahl von 
&, beschränkt worden. 


Da insbesondere [6,:W] = [G: N] ist, ist jedes Repräsentantensystem für die 
Linksklassen von ®&, nach N; auch ein solches für die Linksklassen von ® nach N. 
Speziell ist daher ein der Doppelzerlegung von ®, nach ®},N; angepaßtes Repräsen- 
tantensystem von ®, nach N; auch ein der Doppelzerlegung von & nach ®,N an- 
gepaßtes Repräsentantensystem von ® nach RW. Die Repräsentanten P, T in b) lassen 
sich also innerhalb ®/, &, wählen. 

Die maximale Ordnung in B®}/® ist nach unserer Konstruktion gleich der zweiten 
Invariante p* von P/P. Sei demgemäß jetzt A, ein Element aus ®, von der maximalen 
Ordnung’ p*: mod. ®, das wieder möglichst niedrige absolute Ordnung hat. Ferner sei 
P,/B ein zu {A,PYB komplementärer direkter Faktor von P}/P und N, = PN, 
also N,/N ein zu fA,NYN komplementärer direkter Faktor von N/N. 

Wir wenden die Kongruenz (K) auf das Element A, an. Sind dıe Repräsentanten 
P, T innerhalb ®}, &, gewählt, so gehören die in (K) auftretenden Faktoren 


PT PT * 
A, ‚„(AY) sogar zuP, = Pr G,. Man hat daher wie unter ec) Kongruenzen 
Pr / Pz 
A, = A,,(AP) = AZ mod. P,, also auch mod. N,. 


Dabei ist wieder durchweg y = yyp. Denn wäre y=+ 0 mod. p, so hätte das zu ®, 
gehörige Element (A3’)”” mod. ®, und somit erst recht mod. ® die maximale in P}/® 
vorkommende Ordnung p*, während wegen r 1 seine absolute Ordnung niedriger 
als die von A, ist, im Widerspruch zur Wahl von A,. Hiernach ergibt sich aus (K) wieder 
eine Kongruenz der Form 

(V,) V(A,) = A'*"? mod. N, 
mit einem gewissen h,. Diese besagt analog wie unter d), daß das Element A, mod. ©, 
mindestens die Ordnung p*: hat. Da aber wegen ,/&, = P/PB, und BP > #8 die 
maximale Ordnung in ®,/&, höchstens gleich p* ist, folgt wieder wie oben unter d), 
daß die Untergruppe {A,8,}/&, ein direkter Faktor der Ordnung p* von ,/®, ıst. 
Es existiert also ein zu ihr komplementärer direkter Faktor ®,/®&, derart, daß ,/®, 
zyklisch von der Ordnung p*: ist. 

Zusammengenommen ist damit die Existenz einer Faktorgruppe ®/&, vom Typus 
(p*, p®) von ®/®&, nachgewiesen. 

So fortfahrend gelangt man in m Schritten zu einer Faktorgruppe 9/®, vom 
Typus (pt,..., pm) von ®/®&,, die also zur vollen Gruppe P/® isomorph ist. Damit 
ist Satz 9 bewiesen. 

Satz 9 liefert insbesondere den bereits in Satz 6 festgestellten Tatbestand. Denn 
ist speziell ® abelsch, so ist in Satz 9 BP’ =1, P=1, also N = PN, = N,, und daher 
GE MN.- 

Um ferner auch den Burnsideschen Satz unter Satz 9 unterzuordnen, beweisen 
wir noch den folgenden 

Zusatz zu Satz 9. Die ın Satz 9 auftretende Gruppe = TrN, (die p-Sylow- 
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gruppe der Kommutatorgruppe WR’ des Normalisators NR von ®) ist auch folgendermaßen 
charakterisiert: 
%, ist der kleinste Normalteiler von R derart, daß B/ PB, ım Zentrum von R/B, liegt. 
Beweis. a) P/P, liegt wirklich im Zentrum von W/PB,. Denn für Paus ®B und N 


aus N liegt der Kommutator PN "PN einerseits in W’ und andrerseits in P, zusammen- 
genommen also in PAR = B.- 

b) Sei N* ein Normalteiler von RW, für den P/N* im Zentrum von N/NR* liegt. Nach 
a) gilt dann dasselbe auch für den Normalteiler P* = N*’nB, von N; da danach ins- 
besondere P/PB* abelsch ist, gilt dabei jedenfalls B* > ®’. Wie oben bei unserem Beweis 
des Burnsideschen Satzes ergibt sich aus diesem Sachverhalt ohne weiteres 

Vn-s(R) = Vnss(B) = B mod. Pr. 
Daraus folgt in nach dem Bisherigen geläufiger Weise, daß die einerseits zu P/P, 1s0- 
morphe Gruppe N/NR, andrerseits auch zu P/B* isomorph ist. Das besagt aber P* = %,, 
also K* > %,. Damit ist der Zusatz bewiesen. 

Jetzt wird ersichtlich, wie der Burnsidesche Satz in Satz 9 als Spezialfall enthalten 
ist. Denn nach dem Zusatz folgt ®, = 1, wenn ® im Zentrum von W liegt, und dann 
liefert Satz 9 die Relation /&, = WB = PB. 

Die Sätze 1—9 gehören gewissermaßen in einen Zusammenhang. Durch die Sätze 5 
bis 9 wird die Frage nach der Ordnung der Kommutatorfaktorgruppe einer Gruppe auf 
die Frage nach den in den Normalisatoren der Sylowgruppen herrschenden Verhältnissen 
und den zwischen den konjugierten Sylowgruppen bestehenden Beziehungen zurück- 
geführt. In den Normalisatoren aber sind die Sylowgruppen Normalteiler, hier können 
also unter Umständen die Sätze 1—4 Aussagen gestatten. 


Eingegangen 2. April 1935. 





Über einige Mittelwertfragen im quadratischen Zahlkörper.‘) 


Von L. Redei in Göttingen. 


Nach einem meiner früheren Sätze ?) ist die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten 
der absoluten Klassengruppe des quadratischen Zahlkörpers allgemein bestimmt. Wie 
dort, verstehe ich auch hier die Äquivalenz der Ideale im „engeren“ Sinne. In dieser 
Arbeit beschäftige ich mich mit der Frage, wie oft eine beliebige feste Anzahl von durch 4 
teilbaren Invarianten zu erwarten ist und wie groß der Mittelwert dieser Anzahl ist. 
Ich beschränke mich aber auf solche reellen Körper, deren Diskriminante keinen positiven 
Primzahlteiler der Gestalt 42 + 3 hat, während ich den allgemeinen Fall später zu be- 
trachten hoffe. In dem ins Auge gefaßten Fall ist bekanntlich die Frage nach dem Vor- 
zeichen der Norm der Grundeinheit unentschieden (sonst ist diese Norm stets positiv). 
Darauf beziehen sich zwei Sätze ?), die ich hier kurz Satz” und Satz* nenne, welche in 
gewissen Fällen aus der Diskriminante des Körpers durch Kongruenzbedingungen auf 
negative bzw. positive Grundeinheitsnorm schließen lassen. Die zweite Aufgabe dieser 
Arbeit wird es sein, zu prüfen, in welchem Maße diese Sätze anwendbar sind. Auf Grund 
der Arbeit R werde ich ähnliche Fragen wie die obige auch für die durch 8 teilbaren In- 
varianten in Angriff nehmen, jedoch ohne so ausführliche Resultate. 

Ich bezeichne mit t die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren der Diskriminante 
des Körpers. Meine Untersuchungen werden sich immer auf ein festes, sonst beliebiges t 
beziehen. Dies wird insofern zweckmäßig sein, als wir einen Überblick haben werden, 
wie sich die Beantwortung der Fragen für die verschiedenen Werte von t gestaltet. Aus 
den so erhaltenen Einzelresultaten werden wir aber keine von t freien Aussagen ge- 
winnen können, was seinen Grund letzten Endes darin hat, daß wir keine genügenden 
Kenntnisse vom Restglied in der Primzahlformel haben. 

Wenn a eine unendliche Menge von verschiedenen positiven ganzen Zahlen ist, dann 
verstehe ich unter a(x) die Anzahl der Elemente aus a, die <S x sind, wobei x eine positive 
Variable ist. Ist dann die Funktion f(z) für die Elemente z der Menge a definiert, so 
nenne ich 


=>» alt) 
den Mittelwert von f(z) in a oder einfach den Mittelwert von /(z), wenn kein Zweifel vor- 
handen ist. Ist die Existenz dieses Grenzwertes nicht gesichert, so nenne ich den ent- 


1) Über dieses Thema habe ich im September 1934 in Bad Pyrmont auf der 10. Jahresversammlung der D.M. V. 
einen Vortrag gehalten. Diese Arbeit erscheint auch im Math. u. Naturwiss. Anz. d. ung. Ak. in ungarischer Sprache. 

2) Redei u. Reichardt, Die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten der Klassengruppe eines beliebigen qua- 
dratischen Zahlkörpers, dieses Journal 170 (1933), 69—74. Diese Arbeit zitiere ich im folgenden mit RR. 

3) Redei, Über die Grundeinheit und die durch 8 teilbaren Invarianten der absoluten Klassengruppe im qua- 
dratischen Zahlkörper, dieses Journal 171 (1934), 131—148. Diese Arbeit zitiere ich im folgenden mit R. — Die 
genannten Sätze sind unten a. S. 48 formuliert. 
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sprechenden lim inf und lim sup den unteren bzw. oberen Mittelwert von f(z). Ist b 
eine Teilmenge von a und ist f(z) so definiert, daß f(z) = 1 oder 0 ist, je nachdem z in b 
liegt oder nicht, so nenne ich den Mittelwert von f(z) die Wahrscheinlichkeit von 5 (ina), 
dıe also nichts anderes als 


ıst. Es ist dann auch klar, was wir unter unterer und oberer Wahrscheinlichkeit zu ver- 
stehen haben. 

Von den Resultaten dieser Arbeit erwähne ich folgende: 

Ich bezeichne stets mit e,, e,, eg die Anzahl der durch 2, 4 bzw. 8 teilbaren In- 
varianten der absoluten Klassengruppe eines quadratischen Zahlkörpers. Wenn beliebig 
gegebene gerade Zahlen vorliegen, dann ist im allgemeinen ungefähr die Hälfte davon 
durch 4A teilbar. So könnte man erwarten, daß wegen e, =t— 1 (Gaußscher Satz) e, oft 


‚,„t—1 in 22 
ungefähr den Wert . hat. Dies ist aber bei weitem nicht der Fall. Und zwar hat der 


z 
Falle e, =1, wenn t>6 ist. Dabei ist die (vereinigte) Wahrscheinlichkeit für e, s1 


Falle, =0 für jedes t eine Wahrscheinlichkeit > 5» und ähnliches gilt auch vom 


5 er 
immer > —- Es kann also e, 22 knapp in jedem 6. Falle vorkommen, während z.B. 


e, Z 5 nicht einmal in jedem 20 000. Falle vorkommt, wie groß auch t sein mag. Trotz- 
dem haben für jedes it die Fälle mit einem festen e,(=0,1,2,...,t—1) eine positive 
Wahrscheinlichkeit, die bei wachsendem e, ständig abnimmt. Insbesondere ist die Wahr- 
scheinlichkeit für eg =t—4A, d.h. dafür, daß jede gerade Invariante in der Klassen- 


gruppe zugleich durch 4 teilbar ist, gleich = 


"iy 
Als Anwendung wird der Mittelwert von e, bei festem i bestimmt. Dieser wächst 
zwar mit wachsendem ti selbst an, doch bleibt er unter einer Grenze 0.764... Dieser 


Mittelwert ist also überraschend klein, wenn wir bedenken, daß e, =t— 1 mit it ins Un- 
endliche wächst. 

Dagegen weist der Mittelwert von e, keinen ähnlich starken Rückfall auf. Und 
zwar übertrifft der untere Mittelwert von e, für jedes 2{(> 2) die Zahl 0.104, höchstens mit 
Ausnahme von t=3 und 5, aber auch dann liegt dieser untere Mittelwert sicher über 
0.093 bzw. 0.102. Dieser verhältnismäßig große Mittelwert von eg geht darauf zurück, 
daß schon der Fall eg =1 ziemlich oft vorkommt. Demgegenüber ist die obere Wahr- 


scheinlichkeit für eg = e,(=1t—1) überaus klein, und zwar S ze was übrigens nach 


u 1 
der erwähnten entsprechenden Wahrscheinlichkeitszahl ——- für , =e(=t—1) zu 


(2) 
erwarten war. Dabei sei bemerkt, daß ich die Frage nicht beantworten kann, ob eg = e, für 
jedes t wirklich vorkommt. 

Betreffend die Norm der Grundeinheit bemerke ich zunächst folgendes. Zum Satz 
hat Dirichlet die ersten Beispiele geliefert, indem er die Fälle i = 2, 3 untersuchte. Erst 
hier wird sich (auf arithmetischem Wege) die Tatsache herausstellen, daß die Anwend- 
barkeit von Satz völlig aufhört, sobald e, Z 3. Hierzu ist wegen , Se =t—.1 not- 
wendig, daßt > 4 ist. Die obigen Fälle t = 2, 3 sind also zu einfach, um daraus einen auch 
nur annähernd guten Einblick in die Frage gewinnen zu können. 
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Allgemein finden wir, daß bei festem t und e, =e (natürlich muß t> e sein) die 
Wahrscheinlichkeit der Fälle, in denen der Satz” anwendbar ist, für e=(0,1,2 und 
e>3gleich 1,4, 315 bzw. 0 ist, wovon das letzte aus der vorigen Bemerkung folgt. 


Die entsprechende Wahrscheinlichkeit für den Satz* ist 1 — - „. Zwar sind diese Wahr- 


scheinlichkeitszahlen formal nur von e(= e,) abhängig, doch warne ich nochmals davor, 
diese Resultate als Aussagen zu deuten, die sich auf alle Fälle e, = e (ohne eine festge- 
haltenes t) beziehen. Man sieht, daß für ein großes e, die Norm der Grundeinheit über- 
wiegend positiv ist, wie ich es schon in der Arbeit R vermutete. Die Wahrscheinlichkeit 
der Fälle für festes t und e, =, in denen weder der Satz noch der Satz* anwendbar 
ist, ıst also, den Fällen e=0,1,2,... entsprechend, gleich 0, 4, 35, 4, lg, 3'5, - - 
Der Falle, =1 ist somit für die Anwendbarkeit dieser Sätze der ungünstigste. 

Aus diesen und den vorigen Resultaten, die sich auf e, beziehen, erhalten 
wir dann Aussagen über die Anwendbarkeit dieser beiden Sätze in den Fällen, wo nur t 
festgehalten wird. Erst diese Feststellungen klären uns über die Tragweite dieser Sätze 
auf. Davon erwähne ich jetzt nur folgendes: Für jedes feste t ist der Satz” mit einer 
Wahrscheinlichkeit > 0.528 anwendbar. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit für den 
Satz* liegt zwischen 4 und 4, wenn t 2 2ist. Der Satz ist also wirksamer, obwohl 
dieser Satz für e, 2 3 nicht anwendbar ist. Dies liegt daran, daß die Fälle e, S 2 über- 
wiegen. Was uns dann am meisten interessiert, ist, daß für jedes it die Fälle, in denen 
das Vorzeichen der Norm der Grundeinheit durch den Satz” und Satz* nicht entschieden 
wird, eine Wahrscheinlichkeit < 0.139 haben. Diese Sätze lassen also nicht einmal jeden 
7. Fall unbeantwortet. 

Aus diesen Resultaten läßt sich ein Überschlag über die Frage machen, in welchem 
Anzahlverhältnis die Körper zueinander stehen, in denen die Norm der Grundeinheit 
positiv bzw. negativ ist. Es handelt sich also um die relative Wahrscheinlichkeit der 
Fälle, in denen diese Norm positiv ist, zu den Fällen, in denen sie negativ ist. Darüber 
sprach Nagell ?) auf induktivem Wege die Vermutung aus, daß diese relative Wahrschein- 
lichkeit (existiert und) ein positiver echter Bruch ist. Unter der Einschränkung, daß 
wir jedesmal nur die Körper mit einem festen tin Betracht ziehen, läßt sich die Nagellsche 
Vermutung in dem Sinne bestätigen, sogar verschärfen, daß zwar nicht die Existenz der 
entsprechenden relativen Wahrscheinlichkeit bewiesen wird, wohl aber sich zwei Funk- 
tionen f,(£), fz(t) von t so angeben lassen, daß die entsprechenden unteren und oberen 
relativen Wahrscheinlichkeiten zwischen f,(t) und fz(t) liegen. Für jedes {(2 2) gilt 
hierbei 0 <f,(t) <fs(t) <A (während man bekanntlich f,(1) = fs(1) =0 annehmen 
kann) und lim f,(t) = 0.5, lim f,(t) = 0.891... (t> ©), mit einer raschen Konvergenz. 
Ohne die besagte Einschränkung kann ich jedoch über die Nagellsche Vermutung nichts 
aussprechen, nur scheint es mir, daß, wenn diese Vermutung richtig ist, der Nagellsche 
Grenzwert sogar zwischen den eben genannten Zahlen 0.5 und 0.891... liegt. 

Der I. Teil dieser Arbeit enthält funktionentheoretische Vorbereitungen, im II. 
und IV. Teil werden die besprochenen Fragen über e, und e; behandelt, im III. Teile 
untersuche ich die Frage nach der Norm der Grundeinheit. 


I. Teil. 


1. Rseider Körper derrationalen Zahlen. Eineganze Zahlp im Körper A(ı) (?=—1) 
nenne ich eine Primzahl in A(i), wenn (p) ein Primideal ist. Sie heißt eine Primzahl 


*) Nagell, Über die Lösbarkeit der Gleichung «2 — Dy?=—1, Arkiv för Mat., Astr. o. Fysik, 23 B/6 
(1932), 1—5. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 3 
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ersten oder zweiten Grades, wenn ihre Norm n(p) eine rationale Primzahl oder ein Quadrat, 
davon ist. Primär heißt eine ganze oder gebrochene Zahl & in R(t), wenn x=1 (mod (1—:1)?) 
ist, wobei die Kongruenz im multiplikativen Sinne aufzufassen ist. 

Immer verstehe ich unter p,, Ps, . . -, 2, solche primären Primzahlen ersten Grades 
ın A(ı), für welche n(p,) <n(p,) <--- <n{p,) ist. Ferner sei RB, = PıPa * * *Pı- 

Ich bezeichne für t=1,2,3,... und x> 0 mit (x) die Anzahl aller Lösungen 
von n(W%.) S 2. 

O und 0 sind die Landauschen Funktionszeichen. Ist also f(x) eine reelle Funktion, 
die für hinreichend großes x positiv bleibt und für > oo über alle Grenzen wächst, so 
sollen O(f(x)) und o(f(x)) (reelle oder komplexe) Funktionen bedeuten, für die mit 


wachsendem & a unter einer endlichen Schranke bleibt bzw. ee gegen 0 
konvergiert. Für reelle Funktionen bedeutet g(x) — f(x), daß g(x) = f(x) + o(f(x)) ıst. 

Es st fürı = 1,2,3,... 

1 x(loglog x) " 

(!—1)! log x 

Davon ist der Fall! =1,d.h. (ich schreibe für x, kurz x) 

a % 

(2) HE) Sg 

im wesentlichen die schwächste Form des Primzahlsatzes in R(t). Alle (B,) = (p,) nämlıch, 
deren Anzahl x(x) ist, sind alle Primideale ersten Grades in AR(i) außer (1 — .:), 
die eine Norm < x haben. Nun ist (2) richtig, wenn wir zur linken Seite auch die Prim- 
ideale zweiten Grades mitrechnen, deren Norm < x ist. Diese können aber bekanntlich 
vernachlässigt werden. 

Für >22 ist (1) eine Formel von Landau °). Diese Formel wurde dort (mit 
statt x) für den Körper R aufgestellt; der Beweis läßt sich aber wörtlich wiederholen, 
falls nur immer statt über alle positiven Primzahlen p < x über alle primären Primzahlen 
ersten Grades in A(i) mit Normen (r(p) =)p Ss x summiert wird. (Diese Normen 
sind übrigens doppelt so zahlreich wie alle positiven Primzahlen p< x der Gestalt 4/+ 1.) 


Der Landausche Ausgangspunkt ®) 92) (= 3 logp) = ® bleibt nämlich nach 





(1) xx) m 





dieser Abänderung bestehen. 


2. Ich bezeichne das vierte Potenzrestsymbol in A(:) mit (*) ”). Sei nun 
i4 


P 


<r<sit, wobei r und t feste ganze rationale Zahlen sind. Ich setze 


a (Pr 
(3) e=c (*), 


wobei a ein Potenzprodukt aus den Primzahlen p,,Pp,, -. -, P,_, und den dazu konjugierten, 


) 
Ad 


ferner keine vierte Idealpotenz ist, ce nur von denselben Primzahlen abhängt und 
‚c|=1, also auch |c| =1 ist. Dann definiere ich (die komplexwertige Funktion) 


(4) (x, c) nl 


Dies ist natürlich so zu verstehen, daß wir in c alle Systeme p,,P,,...,P 
einsetzen und aus diesen Gliedern die Summe bilden. 


5) Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen I (1909), 208. 

®) A.a.0. 5), 203. 

?) Hasse, Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahlkörper, 
Teil II, Jahresb. d. D. Math. Ver., VI. Ergänzungsbd. (1930), 49—50. 


‚mitn(P)<x 
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Die analytisch-zahlentheoretische Vorbereitung für die späteren Untersuchungen 
bildet neben (1) die folgende Formel, deren Beweis allein noch unsere Aufgabe in diesem 
I. Teil bildet: 





_ ‚(log log x) * 

(5) 22, 6) = o(“ ee —) (1 > 2), 
woraus wegen (1) 

(6) RD (> 2) 


ı>o #[%) 
folgt. 
Es bezeichne p eine positive Primzahl und ?; ein Produkt aus t verschiedenen 
positiven Primzahlen. Ich beweise zunächst zwei Hilfssätze. 
Hilfssatz A. Es ıst fürtZ1 





T T 
Pr \ P: — 0 \r Pı_ı 
(/) Ze Zu 
< * log? — - * log 
Ps, 8 pP, PL_12;0 we 


























x 
s___ (| 
(8) u log? ? ” log x 
720.08 p 
hat. 
Hilfssatz B. Es ıst fürtZ41 
= 
(9) y P: _ oje log =), 
£ x log & 
PS ;, log B, 
insbesondere also fürt=1 
E 
(10) Zt „of 
s”’lo = -— 
r= 10 g p 
Aus (7) und (9) folgt dann 
x 
D R mY—l 
(11) GE m o(* (og zer | 1 >1). 
u log x 
PS, log? P, 
Beweis der Hilfssätze. Ich setze für 2<su<sx 
102 
(12) F(u, x) = —— 
N ER 
u 
und rechne das Integral 
"F(u x) 
x __ u 
(13) = rn vr du 


3* 
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aus. Es ıst 





| du [ dv 
= en PURE ENUED 
en 102 |; logu (log10 «x —logu)? ou y v(a — v)?’ 


wobei v durch v = log u als neue Integrationsvariable eingeführt und für den Augenblick 
a = log 10x gesetzt wurde. Wegen 


en 




















v(a — v)? a\v a—v (a—v) 
ist dann 
10x ze 
oe uns — 
a) — a? log v log (a v)+ a 
10x ( = 10x log 10 *) 
= (og 102) loglog x — loglog 10 + — 7 a log log 2 + log log5 x — ru 
Daraus folgt offenbar 
x _ =, 
Be en Oli X 
Nunmehr behaupte ich: 
1. Fu, 2)=20 (für2su<se). 
2. Bei festem «> 2 nimmt 
F(u, x) 
log u 
von u=2 bis u = x mit wachsendem u niemals zu. 
d. ran ol 1.9 u). 
log u 


Davon ist 1. trivial. Statt 2. zeige ich, daß sogar F(u, x) nie zunimmt. F(u, x) 


hat nämlich vom Faktor 10x abgesehen den Wert 
1 


u(log 10.2 — log u)? 
Es genügt also zu zeigen, daß hier der Nenner im Intervalle 2<s u = x einen positiven 
Differentialquotienten nach u hat. In der Tat zerfällt dieser Differentialquotient 
(log 10 x — log u)? — 2 (log 10x — log u) 





in zwei positive Faktoren: 
log 102 —logu und log 10x — log u — 2 = (log 10 — log e?) + (log z— log u). 


Auch 3. ist richtig, denn die rechte Seite davon ist nach (13) und (14) ol.) 


während die linke Seite wegen (12) o(—&-) ist. 
log? x 
Aus 1. —3. folgt ®) 


F(u, &) 
Fi, 2) ie 
d.h. nach (13) und (14) 
x 
Fl (p, ®) 0; ;) 


Nach Ersetzen von x durch folgt hieraus wegen (12) die Gleichung (8). 


10 


Redei, Über einige Mittelwertfragen im quadratischen Zahlkörper. 21 


Die linke Seite von (7) läßt sich im Falle t>2 als 


% 
v y’ pl 1 
x en ] nn 
ps 00 


schreiben, und die Summe wird höchstens vergrößert, wenn wir die zweite Summe über 


erstrecken. Nach Anwendung von (8) auf statt x folgt dann 


BE 
2=p= pP, 


- 
10Pıı 
(7), womit der Hilfssatz A bewiesen ist. 

Ich benutze das schon erwähnte Landausche Zeichen (x). (Es ist also (x) 
die Anzahl der Zahlen P;, < x, insbesondere z,(z) = (x) die Anzahl der Primzahlen 


p=x*.) Dann gilt®) 


S"z[ X ) 2 x log log x 
log & 


Die linke Seite läßt sıch in zwei Teile spalten, indem wir zunächst von 2 bis — , danach 


10° 
von 47 bis x summieren. Im zweiten Teile ist dann jeder Summand < p(10) < 10, 
während die Anzahl der Glieder <rx{x) = ns ist, so daß dieser Teil vernachlässigt 


werden kann. Dadurch erhalten wir 
\ x [ 5 T log log x 





ı, \Pp log x 
ya; 
Wegen (x) = MR. +0 1 ist das allgemeine Glied der Summe von der Form 
log x log? x 
x x 
p u: O pP 
2. zT 
lo log? 
u p " pP 


und somit folgt nach (8) die Gleichung (10). 

Die Gleichung (9) beweise ich durch einen Schluß von t auf t+ 1. Dazu setze 
ich die Richtigkeit von (9) für 2 voraus ((9) ist ja nach der jetzt bewiesenen Gleichung 
(10) für? =1 richtig). Die linke Seite von (9) läßt sich für 2 + 1 (statt t) so schreiben: 


Diese Summe wird höchstens vergrößert, wenn schon von p =2 an summiert wird. 
Dann geht die Summe wegen (10) in 


log log — 
oO = P _— 
Ps = log PB, 





®) Vgl. Landau, a.a.O. 5), 205. 
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über. Dies wird nochmals höchstens vergrößert, wenn wir log log „, durch log log & 
[2 


ersetzen. Damit ist (9), d.h. der Hilfssatz B, auf Grund der Induktionsvoraussetzung 
allgemein bewiesen. 

Nunmehr will ich (5) beweisen. Ich erhalte alle ®, mit n(®,) < x, indem ich zu- 
nächst nur pP, Pay P,_» P,41-.,P, nehme, deren Produkt ich mit ® bezeichne; 


dann nehme ich p,, das ıch auch mit p bezeichne. Und zwar sollen folgende Be- 
dingungen erfüllt sein: 





1. n(P,) < n(P,) „un « n(P,_,) < n(P, ,,) „EZ « n(P,), n(®%) > T, 
2. A) <a) <a, RS 
Dann kann ıch (4) ın folgender Form schreiben: 
(15) (X, c) = 2 E ee; 
nz u 


wobei ec so zu verstehen ist, daß wir uns auch in (3) p statt p, denken. Wir können die 
rechte Seite von (15) in zwei Teile spalten, indem wir in der ersten Summe zunächst bis 
1 danach von T bis x summieren. Im zweiten Teile ist dann n(p) < 10 und dabei 
‚ce, =1. Somit ist dieser Teil O(x,_,‚(x)), da P dem ®,_, ähnlich definiert ist. Aus (15) 


und (3) folgt also 


(16) (2,0) = Des + OAr-ıl®)), 
PS |, 
wobei 
(17) s- y(#) 
u A/iy 


und diese Summe über dieselben p zu erstrecken ist wie in (15). Dabei haben wir berück- 
sichtigt, daß c von p unabhängig ist. 

Ich betrachte jetzt die Strahlklasseneinteilung H,8,...,8, mod 4a aller 
mod 4a teilerfremden (ganzen und gebrochenen) Ideale von A(i). Indem ich Jedem 
Primideal ersten Grades aus diesen Klassen eineindeutig diejenige primäre Primzahl 
p in R(i) zuordne, für die durch (p) das betreffende Ideal hergestellt wird, habe ich eine 
Beziehung mit allen zu Aa primen primären Primzahlen ersten Grades von R(t). Wie 
leicht ersichtlich, erhält man auf diesem Wege in den Summanden von (17) einen Cha- 
rakter der Strahlklassengruppe. Zunächst enthält nämlich jede Klasse H, ein Primideal 
ersten Grades, so daß also zu jedem &; ein Charakterwert definiert ist. Sodann ist dieser 
Wert eindeutig bestimmt. Wenn nämlich p, p, zwei zu 4a prime primäre Primzahlen 
ersten Grades in AR(i) sind und (p), (p,) in derselben Klasse H; liegen, so existiert nach 
der Definition der Strahlklasseneinteilung eine Zahl & in A(:) so, daß 

(18) (0) = (x) (P) 


und 


(19) «=4 (mod Aa) 
ist. Nach dem letzteren ist «x primär und auch p, p, sind es. Aus (18) folgt also p, = ap. 
Mit Rücksicht auf (19) hängt demnach der Summand in (17) tatsächlich nur von der 
Klasse H; ab. Daß endlich dieser Wert die erwünschte multiplikative Eigenschaft eines 
Charakters hat, ist auf Grund der multiplikativen Eigenschaft des Symbols (—);, analog 
zu sehen. 





Redei, Über einige Mittelwertfragen im quadratischen Zahlkörper. 23 


Der jetzt betrachtete Charakter ist nicht der Hauptcharakter, da a keine vierte 
Idealpotenz ist. Er ist also von der zweiten oder vierten Ordnung. Bezeichnet daher 
n.(e = 0,1,2,3) die Anzahl der Klassen H,; mit dem Charakterwert ”, so ist n, =n,, 
N] = Na, wobei eventuelln, = nz = ist. Das $ ın (17) ist also die Summe von 4 Gliedern 
der Gestalt N — N,, UN — N,), wobei N und N, je die Anzahl der Primideale (p) ın 
irgendeiner Klasse H; bedeuten, die durch die Ungleichungen in (15) beschränkt sind. 
Nach Landau °) ist somit unabhängig von der Klasse DH; 


N-7 +0) 


wobei x, als Abkürzung für a gesetzt ist. Daraus folgt dann 


n(’$) 


', _ 4 
N NO). 





Eine ähnliche Formel gilt also auch für $ in (17). Da |c| =1, erhalten wir aus (16) die 
Gleichung 





«0 -0| FD) + 0a). 


n(P)s 2, log? n( R) 





Hier durchläuft n(®) alle Produkte <= 7 aus £— 1 verschiedenen positiven 


Primzahlen der Gestalt 41 + 1, jedes davon 2” "-mal. Da es auf diese Multiplizität 
nicht ankommt, dürfen wir hier P;_ı statt n() schreiben, wobei P;_ı wieder die Be- 
deutung hat wie im Hilfssatze A. Jedenfalls hatten wir hierbei auch die Produkte zu- 
gelassen, die nicht nur (positive) Primfaktoren der Gestalt 42+ 1 haben. Dadurch 
kann aber diese Beziehung höchstens eine stärkere Gültigkeit erhalten. Auf das erste 
Glied der rechten Seite können wir dann (11) mit —1 statt t anwenden, wodurch es ın 


0 (ats log 3) 
log x 





übergeht. Auch das zweite Glied hat nach (1) einen ähnlichen Wert, womit (5) be- 
wiesen ist. 


11. Teil. 


3. Ich beweise den folgenden 

Hilfssatz C. Es seien r(Z0) linear unabhängige Linearformen in den Variablen 
%y I... (EZ 2) mit Koeffizienten aus dem Primkörper R, der Charakteristik 2 ge- 
geben: 


(20) I" (x) nu P em x 


mei... Pf} 


Weiter werde mit den neuen Variablen zu(, k=1,2,...,t) das folgende System S; von 
Linearformen gebildet: 


(21) lx(z) = 20 + Mi (1 sı<kzsit), 
t 
(22) li; (x) = 27, (i=1,2,..,.1;m=1,2,...,r), 


®) Landau, Über Ideale und Primideale in Idealklassen, Math. Zeitschr. 2 (1918), 52—154, Satz LXXXV. 
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so daß also l;(x) aus l"(x) entsteht, indem x, %,...,% durch zu, Xi2,. . -, Zi ersetzt 
werden. Dann ist die Anzahl der linear unabhängigen Formen in $}, d. h. der Rang von Sı, 
tL— 1 
gleich t? — | e ) 
Bemerkung. Natürlich sind auch die Formen (21) als Formen von AR, aufzufassen, 
indem für die Einheit e von R, immer ex = x gesetzt wird. Auch ein leeres Formen- 
system ist als unabhängig zu betrachten; in diesem Sinne lautet die Behauptung für 


den Fallr = O einfach so, daß das System (21) selbst den Rang t? — ( z ') — (5) hat. 


5) ist, ist 
der Hilfssatz für den Fallr = O nach der Bemerkung richtig. Ich setze also den Hilfssatz 
für r—1 statt r voraus, um ihn allgemein beweisen zu können. 


Ich darf c # O annehmen, da dies sonst durch geeignete Anordnung von X, Xy, . +, X 


Offenbar sind die Formen (21) linear unabhängig. Da deren Anzahl ( 


und von /',!”,...,!" erreicht werden kann, was die Richtigkeit der Behauptung offenbar 
nicht beeinflußt. Fernergenügtes, den Fallzu betrachten, in demalle *(m =1,2,...,r—1) 
verschwinden. Anderenfalls führe ich die Formen !”(z)=!"(x) + «& !(x) (m=1,2,...,r—1) 
ein. Diese Formen zusammen mit /’(z) (=/!""(x)) sind auch unabhängig, bilden also 


ebenfalls ein System (20). Dadurch wird ein entsprechendes System S}’ definiert, 
welches aus (21) und aus den Formen 


“(a zu h (2) +a&la) (m=41,2,..,r—1), u. 
besteht. Ersichtlich hat $:” denselben Rang wie $}, so daß es also genügt, sich für den 
Beweis auf den obigen Fall zu beschränken. 


Es sei ao d=2=...=dT1=0,g=+0. Ich führe statt x, neue Variablen 
y„(uk=1,2,...,t) durch die folgende Substitution ein: 

2, = Yı = 12...) 
—ı 

u = Yı +2 Ey, i(=1,2..,:—1) 
t—1 

17, =YytS& Ed (k=1,2,..,1—1), 
-ı 


Zu = In +2 GYır t Yar)- 


Diese Substitution ist offenbar nicht singulär; daher ist der Rang von $; gleich dem 


Rang des Systems Sy”, das aus S; durch Anwendung dieser Substitution entsteht. 
Wenn wir berücksichtigen, daß der gemachten Einschränkung wegen die Formen (22) 
sich auch als 


t—1 
5 (x) = CK Lk (m = L; 2, ET A 1) 

m G(=1,2...58 
(x) =& CH Kir + Lu J 


schreiben lassen, so ist das System S;” leicht auszurechnen. Und zwar erhalten wir die 
folgenden Formen (dabei bedeutet /i(y) und l;"(y) die Form, die durch obige Sub- 
stitution aus /x(x) bzw. (x) entsteht, während Z4(y), ;(y) die Formen bedeuten, die 
aus /,(2) bzw. l; (x) entstehen, wenn einfach x, überall durch y,, ersetzt wird): 





le 


le 
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Z Di 2a 4 
l.(y) = ri Pr ie um; l..(y) (1 Sı<Kksı 1), 
—l t—1 


l; ‚Yy=y +2 ciy Ya tr Yıi +2 Yi 


— lı(y) + CHlir(Y) ei1.2::4,.8—1L 
wobei, falls © > k ıst, 4 statt /;. zu setzen ist, 
gg“ ne m ı = R. 2, . . ) 
(y) = ny, —=1,(y) („ 1,2...,r—1! 
m \ _ m Bus r : = m 
lı (Y ) = un E C Ar + = C; Zu.) = 4; (: y) r = = C, Yır 
—=hk(y) + 2 Ey) meil2.:.,7—1) 
| 
li (y) = 29, + 7 SG Yı = Y. (=1,2..4,3—1} 


t—1 u {1 
vr N or a . i 
ı (y) - C; (7 +2 u) TYaT = GAY Yar) 


te t—1 
— Ya FA Ru Ya T = C Yak 
e_ Yır u, Gel), 


wobei in der letzten Gleichung auch (c)? = «; berücksichtigt wurde. 
Wie man leicht sıeht, ist dieses System dem folgenden äquivalent: 


,y) ASı<kst); 1" (y) ((=1,2,..,1;m=1,2,..,r—1); y„(i=1,2,..,12). 
Von diesem System S ist ein y,, mit =! oder k =t nur in den Formen des folgenden 
Teilsystems 5, enthalten: 
(y) d=1,2,..,2—1); Kiy) (m=1,2,..,r—1); y,(i=12,..,18). 

Umgekehrt enthalten diese Formen nur die eben genannten Variablen. Wenn 
wir also die übrigen Formen von S mit S/_1 bezeichnen, so ist der Rang (von S, d.h.) 
von S7 gleich der Summe des Ranges von S; und des Ranges von $/_1. Der Rang des 
ersten ist offenbar 2?—4A1, da z. B. die Formen /4(y) ((=1,2,...,t—1) und 
y„(Ü=1,2,...,t) linear unabhängig sind, während die Anzahl der Variablen ın $, 
auch 2?— 1 ist. Was den Rang von S/_1 betrifft, so ist zunächst auch dieses System $:_ı 
ähnlich definiert wie 57, wenn nur <—1>2,d.h.t>3 ist. Und zwar entsteht $:_ı 
ın diesem Falle aus 5, wenn 

t,r,!”(2) (m=1,2,...,r) durch t—A, r—1, !"(x) (m=1,2,..,r—1) 
ersetzt werden (ob wir die Variablen mit x,, oder y,, bezeichnen, macht nichts aus). Dabei 


ist zu berücksichtigen, daß diese Formen /"(x) (m =1,2,...,r— 1) linear unabhängig 
sind, da sie ein Teilsystem von (20) bilden. Nach der Induktionsvoraussetzung ist also 


der Rang von $7Z1 gleich (t— 1)? — ( = '). Addiert man hierzu 2:—1, so er- 
gibt sich in der Tat a (7 ; 


Zum vollständigen Beweis des Hilfssatzes C brauchen wir also nur noch seine Rich- 
tigkeit im Ausnahmefalle t = 2 zu bestätigen. Dann ist natürlich r<2. Da der Fall 
r =() allgemein erledigt ist, brauchen wir nur die Fälle r=1,2 zu prüfen. Der Fall 
r =tist allgemein klar, da die Formen (22) offenbar unabhängig sind und ihre Anzahl rt 


jetzt gleich t? ist. Da dies zugleich die Anzahl der Variablen in $; ist, ist also auch der 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 4 
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Rang t? und damit die Behauptung bewiesen. Es bleibt somit nur noch der Fallt=2,r =1 
übrig. Der behauptete Rang ist in diesem Falle 3, und wir sehen in der Tat, daß die Formen 
von 5}, d.h. 2) + 2a, Axıı + Cd 29, Ay + cl, linear unabhängig sind, da der Fall 
cı = c} = () nicht vorkommen kann. Damit ist der Hilfssatz C bewiesen. 

4. Im folgenden sei D die Diskriminante eines reell-quadratischen Zahlkörpers 


R(V.D) ohne positive Primfaktoren der Gestalt 41 + 3. Die Anzahl t der verschiedenen 
Primfaktoren von D sei fest gewählt. Ich nehme D immer in der Form D = pıPa‘''Pı 
an, wobei p1, Pa --.-,pı für 24 D positive Primzahlen mit p, < ps <**- <pı Sind, 
während für2|D p, = 8 ist und p3, Ps, - - -, Pı positive Primzahlen mit p, < Pa <*""<Pp: 
sind. Dadurch ist zwischen D und den möglichen Systemen p,, Pa, -- -, Pı eine ein- 
eindeutige Zuordnung festgelegt. Ich werde später auch eine Funktion (ein Funktionen- 
system) der Variablen p}, Ps, - - -, Pı als Funktion (Funktionensystem) von D betrachten, 
ohne diese Zuordnung jeweils zu betonen. 


Für222nenne ich das System T = (2), (”), ne (®) (2), PER. EORRR (*-:)) 
Pa P3 P./ \ps P: 


den quadratischen Typus von D. Für i = 1 soll der quadratische Typus 7 von D aus dem 
einzigen Element 1 bestehen. Die Anzahl der verschiedenen quadratischen Typen ist 


t 
offenbar ) die nach dem quadratischen Reziprozitätsgesetze und dem Satze von der 


arıthmetischen Progression alle möglich sind. 

Immer soll D(x, t) die Anzahl der D< x bei festem t bezeichnen. Ähnlich bezeichnet 
D(x, T) die Anzahl der D< x mit dem quadratischen Typus 7. (Statt D(x, T) will 
ich nicht etwa D(x,t, T) schreiben, weil 7 schon ein bestimmtes i voraussetzt.) Dann 
gilt der folgende Satz: 

Satz I. Es ıst 





t—1 
(23) Dix, ı) AAVDINEER. EN x (log = a. 
2(t—1)! log x 
und unabhängig von T (d.h.nur von t abhängig) 
(24) VL. DIE 


>» D(8, t) 9(2) 
Dieser Satz besagt, daß bei jedem festen it unter allen D jeder quadratische Typus 7 


’ h a u 
unendlich oft, und zwar mit der gleichen Wahrscheinlichkeit — vorkommt. 


MT 


Beweis. Die Formel (23) ist eine Folgerung aus (1). Nach der Definition ist nämlich 
die linke Seite von (1) die Anzahl der Lösungen von n(®,) < x. Es ist aber n(%.) ein 


(ungerades) D und jedes ungerade D < x wird auf diesem Wege genau 2-mal dargestellt. 
Die Formel (23) ist also bis auf die geraden D richtig. Die Anzahl der letzteren DS x 


ist für 222 offenbar < u_ı (2) < u_1(2), wobei wieder das Landausche Zeichen 


(2 
—) im Falle 2=1 sogar nur. 





2 
angewendet wurde, d.h. diese Anzahl ist o| \ 


Die geraden D können also in der Gleichung (23) vernachlässigt werden, womit diese 
bewiesen ist. 
Die Gleichung (24) braucht man nur für t > 2 zu beweisen, da sie für 2 = 1 nichts 


aussagt. Dann istein quadratischer Typus 7 durch die Festsetzung) = Ai Sk<ISst) 
ı 
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gegeben, wobei az feste Zahlen +1 sind. Setzt man 


(25) ge /I ji + |), 
N 


1sk<Ist \ 
so ıst offenbar g = 1 oder 0, je nachdem D vom quadratischen Typus 7 ist oder nicht. 
Es gilt deshalb die Darstellung 

D(a,T)= 238, 


wobei über alle D mit dem festen it und < x zu summieren ist. 
Nach (25) ist also 


(26) Dia, =—(Nı+ N No), 
He ar 


wobei c ein Produkt aus gewissen verschiedenen der Symbole (”) (Isk<Ist) ıst, 
I 


versehen mit einem Vorzeichen, das nur von den ag abhängt, und c wenigstens ein solches 
Symbol als Faktor wirklich enthält. 

Die erste Summe in (26) ist D(xz,t). Zum Beweis von (24) genügt es wegen (23) 
zu zeigen, daß für jedes c 


(27) we, | nu Gore || 
- | log x 


ist. 
Nun läßt sich c wegen des quadratischen Reziprozitätsgesetzes auf die Form 


= | )hringen, wobei2<r<it, aein nichtleeres Produkt aus gewissen verschiedenen 
) 
i 


der pP,» Pa ---,P,_, und e von P,, P,,1 +, 2, unabhängig ist. Aus ähnlichen Gründen 
wie oben brauchen wir in (27) nur die ungeraden D in Betracht zu ziehen. Dann be- 
zeichne ich mit p, (k=1,2,...,t) eine primäre Primzahl im Körper AR(i), die ein Teiler 


von p, ist; es ist also p, = p,p;, wobei der Strich die konjugierte Zahl in A(t) bezeichnet. 


(=) 


wobei das letztere das zweite Potenzrestsymbol in R(i) ist. Nach dem quadratischen 
Reziprozitätsgesetze in R(t) und den Grundeigenschaften der Potenzrestsymbole ıst 


weiter 
a -(")-(®) 
( . ah a? FF 


Da a? ein Produkt aus einigen der p,, P,, ---,P,_» P4, ---,P/_, und nach dem obigen 
keine vierte Idealpotenz in AR(i) ist, und auch € nur von diesen Primzahlen abhängt, 
endlich |c| = 1 ist, sehen wir, daß c genau der Definition (3) entspricht. Wir denken uns 
dieses c in (4) eingesetzt. Dann ist x,(x,c) genau das %-fache der linken Seite von (27), 
wenn wir hierin, wie gesagt, nur die ungeraden D berücksichtigen. Wie schon 
erwähnt, läßt sich nämlich jedes solche D genau %'-mal als Norm von BP, =PıP,°**P, 
darstellen, entsprechend der freien Wahl zwischen den konjugierten p,,p,(k=1,2,...,t). 
Unser jetziges ce hängt aber von dieser Wahl nicht ab. Somit folgt (27) aus (5), 
womit der Satz I bewiesen ist. 


Bekanntlich ist 


4* 
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(Bei diesem Beweis hätten wir einfacher mit einer Formel auskommen können, 
die (5) ähnlich ist, doch nicht in AR(t) mit (—),;,, sondern in AR mit (—) aufgestellt wäre. 
Im vollen Umfange wird (5) erst ım III. und IV. Teil gebraucht.) 

5. Der eingangs erwähnte Satz der Arbeit RR läßt sich für die jetzt betrachteten 
Körper etwas leichter formulieren. 

Indem ich D wieder wie in 4. in der Form D = p,p, * * ' p, annehme, verstehe ich 
unter einer D-Zerfällung ein Zahlenpaar D’, D’’, wobei D’D’ =D und D’ ein Produkt 
von verschiedenen der p,, Pa, - - -, P, ist, den Fall D’ = 1 mitgerechnet. Wenn überdies 
D’ ein quadratischer Rest von D’’ und D’’ ein quadratischer Rest von D’ ist, dann nenne 
ich D’, D’’ eine D-Zerfällung zweiter Art. 

Wenn D’, D’’ und D;, Da zwei D-Zerfällungen sind, dann nenne ich die D-Zer- 
fällung, die aus D’D,, D'’ D; durch Weglassung sämtlicher Faktoren p? entsteht, die 
zusammengesetzte D-Zerfällung. Nach dieser Regel bilden die D-Zerfällungen eine 


abelsche Gruppe G vom Typus (2, 2,..., 2) und der Ordnung 2‘, mit dem Einheitselement 
1, D. Wie man leicht nachrechnet bilden darin die D-Zerfällungen zweiter Art eine Unter- 
gruppe G,. 

Indem ich wieder die Anzahl der durch Ateilbaren Invarianten der absoluten Klassen- 
gruppe des Körpers R(YD) mit e, bezeichne, lautet der Satz jetzt so: Bezeichnet r die 
Anzahl .der unabhängigen Elemente in der Gruppe G,, so ist e, =r—A. (Diese Fassung 
ist etwas anders als in der Arbeit RR, wo nämlich D’, D’’ und D’’, D’ als nicht verschiedene 
D-Zerfällungen betrachtet wurden, so daß im jetzigen Sinne sowohl G als auch G, doppelt 
so viel Elemente haben.) Anders gesagt, es ist 

(28) 21 (G,), 
wobei die Klammern die Gruppenordnung bedeuten. 

Nach der getroffenen Vereinbarung läßt sich eine D-Zerfällung D’, D’ als eine Funk- 
tion (genauer gesagt ein Funktionenpaar) von D auffassen, und zwar folgendermaßen. 
Eine D-Zerfällung D’, D"” ist durch D’=p,'""Py» DPD” = P,'*" pP, gegeben, wobei 
die Indizes k,),..., Am und !,,...,/„ zwei komplementäre Teilmengen von 1,2,...,i 
bilden. Indem wir diese Indizesreihen festhalten, können wir diese D’, D'’ als (eindeutige) 
Funktionen von D betrachten. Bei dieser Auffassung bleibt eine Gleichung A,A, = A, 
unter den D-Zerfällungen A,, A,, A, für alle D aufrecht erhalten. Ähnlich sind also die 
Begriffe Untergruppe und unabhängige Basis von G gegenüber der besonderen Wahl von D 
his auf die metrischen Eigenschaften invariante Gebilde. Wenn wir uns dabei auf die D 
von einem festen quadratischen Typus 7 beschränken, so ist auch die Eigenschaft, 
von zweiter Art zu sein, eine innerhalb dieser D invariante Eigenschaft der betreffenden 
D-Zerfällung (d.h. die aus einer festen D-Zerfällung für die sämtlichen D desselben 
quadratischen Typus 7 entsprungenen D-Zerfälluungen sind entweder alle von der 
zweiten Art oder sind es alle nicht). In diesem Sinne ist auch die Gruppe G, aller D-Zer- 
fällungen zweiter Art (samt der Gruppeneigenschaften) durch 7 allein bestimmt, ins- 
besondere sind also die Ordnung (G,) und wegen (28) auch e, Funktionen von T allein. 
(Das hier auseinandergesetzte Prinzip tritt später fast immer auf, wenn es sich um 
mehrere D zugleich handelt.) 

6. Ich bezeichne mit D(r, it, e) die Anzahl der D= x, für die t fest ist und überdies 
e, gleich einem festen e (=0,1,...,1—1) ist. Ich setze 


(29) # = lım en; 


Dann ist 1, die Wahrscheinlichkeit der Fälle mit genau e durch 4 teilbaren Invarianten 
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in der absoluten Klassengruppe unter allen Körpern R(YD), deren Diskriminante aus { 
verschiedenen Primzahlfaktoren zusammengesetzt ist. 

Der Zähler in (29) ist die Summe derjenigen D(x, T), in welchen e, = e für 7 ist, 
und somit folgt aus dem Satz I: 
__ Anzahl der T mit e,=e 





(30) ,. = ; sest—1) 
56) 
7. Um it. zu ermitteln, setze ich im folgenden t > 2 voraus. 
Ich nehme ein beliebiges D = p,Ppa **  pı an. Dann setze ich 
(31) (2) 1% ,ku=1,2..,.6;:%$K) 
k 
und definiere noch x; (i=1,2,...,t) durch 
t 
(32) zit = () (mod 2). 
Dabei sollen alle xx (,k =1,2,...,t) gleich O oder 1 sein. Wegen (31) ist 
Nun wähle ich eine beliebige D-Zerfällung D’, D’’ und setze mit ; = 0,1 
(34) D’ ze pP} P3: p;' e 
Dann ist 
(35) p’'’ ann "He pi: u . ü 
Ich definiere noch die Linearform 
t 
(36) x) = 2 0% (mod 2). 


Offenbar ist /(x) der D-Zerfällung D’, D’’ eindeutig zugeordnet. Nun behaupte 
ich folgendes: 

Dann und nur dann ist die D-Zerfällung D’, D’’ von der zweiten Art, wenn für die in 
(36) zugeordnete Linearform l(x) nach Einsetzen der durch (31) und (32) definierten Zahlen 
Til, Ki2, oT Stall I, I - - +, I 


(37) l;(x) = 2 0% = 0 (mod 2) (1 — u . ; 


ist. 
Zunächst betrachten wir die D-Zerfällungen 1, D und D,1. Beide sind nach der 
Definition von der zweiten Art. Andererseits sind die in (36) zugeordneten Formen 


t 
(x) =0 bzw. gr (mod 2), für welche (37) trivialerweise bzw. wegen (32) erfüllt ist. 


Dann betrachte ich eine beliebige D-Zerfällung D’, D’ mit 1 <D’<D. Nach der 
Definition ist diese dann und nur dann von der zweiten Art, wenn für jeden Faktor p, 
von D' 


D' „ 
(38) 1.) -1  (,|D”) 
P; 
und für jeden Faktor p, von D’ 
D'’ ‚ 
(29) en) -1 (ID) 


1st. 


Die Gleichung (38) läßt sich auch in der Form (2) —= 1 schreiben. Dann ıst die 
linke Seite nach (34) und (31) 
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t 
P; t (2 \ ya k”ik 
| am I 
aBZEn 


Das Bestehen von (38) bedeutet, daß dieser Exponent gerade ist, d.h. daß (37) für 
alle Indizes i richtig ist, für die p,| D”. Ähnlich schreibe ich (39) in der Form 


'D. 
(2) — 1. Dann läßt die linke Seite auf Grund von (35) und (31) eine ähnliche Um- 


[ormung zu wie früher, wobei jetzt der Exponent 
t 


a, — (£) Fix 
auftritt. Dieser Exponent geht aber mod 2 wegen (32) in den vorigen über. (39) ist also 
nichts anderes als die Bedingung dafür, daß (37) für die übrigen Indizes ı gilt, für die 
nämlich p, | D’ ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Wir beweisen den folgenden 
Hilfssatz D. Ist G’ eine Untergruppe der Gruppe G aller D-Zerfällungen, die die 


Ordnung 2 hat und das Element D,A enthält, so ist 

(') 
die Anzahl derjenigen quadratischen Typen T, für die die Gruppe G’ aus lauter D-Zer- 
fällungen zweiter Art besteht. 

Bezeichne nämlich A eine beliebige D-Zerfällung und /(&) die ıhr durch (34) 
und (36) zugeordnete Linearform mod2. Offenbar ıst kraft dieser Zuordnung 
die Gruppe G aller A (einstufig) isomorph mit der additiven Gruppe g aller solchen Linear- 
formen /(x) (mod 2), die (36) ähnlich sind. In dieser Isomorphie entspricht der Unter- 


gruppe G’ eine Untergruppe g’ von g. Sei nun A,A,,...,A, eine unabhängige Basis 
für G’, der dann auch eine unabhängige Basis (x), I’(&),...,!(x) von g’ entspricht. 
Aus dem über (37) Bewiesenen folgt offenbar, daß G’ dann und nur dann aus lauter 
D-Zerfällungen zweiter Art besteht (wenn auch A,A,,...,A, von der zweiten Art 
sind, d. h.) wenn für alle Formen (x), ’(x),...,!’(x) die zu (37) analogen Kongruenzen 

(40) E;(x)=0(mod2) (m =1,2,...,r;i=1,2,...,1) 
erfüllt sind (auch hier bedeutet der Index ı das Einsetzen der Werte ziı, Xi2, . . -, Fir 
aus (31), (32) an Stelle von 2, &%%...,x). DaG’” nach Voraussetzung die D-Zer- 
fällung D, 1 enthält, können wir z. B. A, = D, 1 annehmen, was dann, wie schon erwähnt, 
bedeutet, daß 


t 


92 Ik (mod 2) 


k=1 


> 
® 
[ 


ist. 
Wir können also folgendes sagen: Um alle quadratischen Typen 7 zu finden, für 


die G’ aus lauter D-Zerfällungen zweiter Art besteht, sind die Symbole (2) (Isı<kst), 
k 


d.h. wegen der Zuordnung in (31) die Zahlen z4(= 0,1) füri sı <kst, auf alle 
möglichen Arten so zu bestimmen, daß diese Zahlen zusammen mit den durch sie nach 
(33), (32) bestimmten Zahlen 2x (1 sk<sist) die Kongruenzen (40) befriedigen. 
Die Anzahl dieser 7 ist also die Anzahl der Lösungen des Kongruenzensystems (32), 
(33), (40). Von dem System (40) sind aber die Kongruenzen mit m = 1 wegen der An- 
nahme über !!(x) nichts anderes als die Kongruenzen (32). Man hat also einfach die 
Kongruenzen (33), (40) zu lösen. Da die Kongruenzklassen (mod 2) den Prim- 
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körper AR, bilden, folgt aus dem Hilfssatz C, daß der Rang der Linearformen (mod 2) auf 
. = ') ist. Die Anzahl der Un- 
t—r-+1 
2 
liebig wählen. Da hierfür nur die Werte 0, 1 ın Betracht kommen, folgt die Richtigkeit 


des Hilfssatzes D. 
8. Ich bezeichne mit {t,G’} die Anzahl der quadratischen Typen 7, für die die 


den linken Seiten dieser Kongruenzen gleich t? — | 


bekannten ist {?. Somit lassen sich bei der Lösung genau | Unbekannte be- 


Gruppe der D-Zerfällungen zweiter Art gleich G’ ist. Da D, 1 eine D-Zerfällung zweiter 
Art ist, hat diese Definition nur einen Sinn, wenn D,1 in G’ enthalten ist. Dies wollen 
wir also voraussetzen. Sonst soll G’ eine beliebige Untergruppe vonG bedeuten, und in dieser 
Bezeichnung soll immer 2’ die Ordnung von G” sein. 


Wir wollen unter dieser Voraussetzung den Wert von {t,G’ } ermitteln. Zunächst 
gilt die folgende Formel: 
KEIL N He 
(41) 2 = u {46}, 
G’z@’s@ 
wobei in der Summe G° alle Gruppen zwischen der festen Untergruppe G’ und der Gruppe 
G durchläuft. 

Diese Formel entsteht folgendermaßen: Wir betrachten alle quadratischen Typen T, 
für die die Gruppe aller D-Zerfällungen zweiter Art eine Gruppe G’ ist, wobei G’ den 
entsprechenden Bedingungen genügt wie in (41). Die Anzahl dieser 7’ ıst der Summand 
in (41). Indem wir G* zwischen G’ und G variieren lassen, sind die betrachteten 7 genau 
die, für die die feste Gruppe G’ aus lauter D-Zerfällungen zweiter Art besteht, jedes 7 
einmal gerechnet. Da deren Anzahl nach dem Hilfssatz D gleich der linken Seite von (41) 
ist, ıst die Richtigkeit dieser Formel bestätigt. 

Ich behaupte nun die allgemeine Formel: 

(42) {1,6} ={t—r}, 
wobei 
92,98...9lal 








{(={1}=1, = 2-1) 2-1)... 1) —— 
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(=2,3,....) 
und [z] für reelle Zahlen z die größte ganze Zahl < z bedeutet. (Insbesondere hängt also 
{1,G’} nur von t—r ab.) 

Es ist zunächst sofort zu sehen, daß durch (41) alle {t, G’} eindeutig bestimmt 
sind. Für ein festes t ergibt nämlich (41), auf den Fallr =t, d.h. 6 =G =G ange- 
wandt, die Beziehung {t,G'}—=1. Für den Fallr =t— 1 folgt weiter 

2=-(t,E"}+{,C}, also =, 
wobei G' ' eine beliebige Gruppe der Ordnung 2" in G ist, die D,1 enthält. Dann läßt 
sich {,G"”} ausrechnen, und so weiter allgemein {t, G’}(r =1—3,1—4,...,1), wenn 
man berücksichtigt, daß es auf der rechten Seite von (41) nur ein einziges Glied gibt, in 
dem s=[r, während in den übrigen Gliedern s > r ist. 

Wir haben also (42) bestätigt, wenn wir zeigen, daß alle Gleichungen (41) durch 
(42) befriedigt werden. Wir setzen demgemäß (42) in (41) ein und zeigen, daß die so 
erhaltene Gleichung richtig ist. 
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Bekanntlich ist 
Fa)... _ 
2-1 — 1)... —4) 

fürk =t— rund l=t—.s die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 2’ in einer abel- 
schen Gruppe der Ordnung 2* vom Typus (2,2,...,2), die eine feste Untergruppe der 
Ordnung 2’ enthalten (im Falle!=0,d.h. s = t ist darunter 1 zu verstehen.). 

Wir denken uns (42) in (41) eingesetzt und fassen alle Glieder von (41) zusammen, 
die zu einem festen s gehören. Da diese alle gleich {{t— s} sind und ihre Anzahl (44) 
ıst (natürlich mit k=t—r,1=t—s), haben wir diese beiden Zahlen zu multiplizieren, 
sodann dieses Produkt fürs =r,r-+1,...,t zu addieren und endlich zu zeigen, daß 
diese Summe gleich der linken Seite von (41) ist. Nun sind die Faktoren dieses Produkts 
gleich der rechten Seite von (43) mit 2 = 1 — s und, wie schon gesagt, (44) mitk =t—r, 
!=t—s. Somit ist dieses Produkt 





(44) 





u ae iii y -, 
1) —1).-- alsl_ı) 

worunter, falls 2 = 0 oder 1 ist, aw = 1 und ar = 2" — 1 zu verstehen ist. Dies ist also 
übers=jr,r+41,...,t, d.h. über t—s=)1=0,1,...,k(=t—-r) zu summieren. 
k+1 
Die linke Seite von (41) läßt sich als N 2 ) schreiben. Es lautet also die zu be- 
weisende Gleichung 

(3)) 


k 
(46) 2 na r +2 Ak, 


wo wir statt ar + Aa;ı schon y* geschrieben haben. Natürlich ist hier die rechte Seite 
in den Fällen k = 0 und 4 durch ag bZw. ajo + A,1, d.h. durch 1 bzw. 2 zu ersetzen, da 
Ago = Ayo = Ay ı = Al ist. Man sieht unmittelbar, daß (46) für k =0 und 1 richtig ist. 
Ich setze die Richtigkeit bis k — 1 voraus und beweise so (46) allgemein. 

Für k =2 ist (46) richtig, da a, nach (45) gleich 4 ist. Im folgenden dürfen wır 
also k > 3 annehmen. 

Wir bemerken auf Grund von (45) zunächst folgendes: 





(47) AK = ET] ar—ı,l (k>1z2), 

(48) irrt Aa 2+l;,kz123), 
ı 

(482) HN a 2 k2ı2a), 

(49) Ak = "a. (2|k;k>24). 

Sodann zeigen wir die Richtigkeit der folgenden Gleichung: 

(50) Au + Qr,ırı = (9 _1,1-M + -.ı,1) (2|l;k>I!> 2). 


| Nach (48) ist nämlich az. = (2 "—A)ay, woraus folgt, daß die linke Seite 
von (50) gleich 2*"ay ist. Dann geht (50) in 
au = (a 1,11 + a...) 
über. Nach Anwendung von (47) auf die linke Seite folgt daraus 
1a, = F— I) 1,1_M1 + &-,,)- 
Dies läßt sich in der Form 
Ei )a_. = 2" — Aa. 
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schreiben. Offenbar folgt umgekehrt die Richtigkeit von (50), wenn diese Gleichung 
richtig ist. Letzteres ist eine unmittelbare Folgerung aus (48a) (angewandt auf k— 1 
statt k), wenn 1 > 4A ist, während es im restlichen Falle ! = 2 aus 
2 
41,.2= (° — 1) — 1) 7 und 9 1=2"—1 


folgt. Damit haben wir (50) bewiesen. 

Nunmehr beweisen wir (46). Dabei unterscheiden wir zwei Fälle: 

41) 2+k(kZ3). Wir rechnen die Summe auf der rechten Seite von (46) nach dem 
Schema (ar + a3) + (ar + ars) + +++ (are —ı + au) aus. Auf jeden Klammer- 
ausdruck läßt sich (50) anwenden, wodurch diese Summe in 


k—1 
22 d4—11ı >= Ne — 1) + = a.) 


übergeht. Wenn wir dies in (46) einsetzen und durch 2° dividieren, erhalten wir eine 
Gleichung, die nichts anderes ist als die Gleichung (46) für k—1 (statt k). Offenbar 
ist also der Voraussetzung wegen auch (46) richtig. 

2) 2|k (kZ4). Nun schreiben wir die Summe in (46) so: 

(ar + ars) + + (ana + Qr,ı—ı) + Ar. 
Mit den Klammerausdrücken verfahren wir ähnlich wie oben. Auf das letzte Glied 
wenden wir (49) an. Verfährt man analog weiter, so erhält man auch in diesem Falle 
das vorige Resultat. 

Damit haben wir (46) und somit (42) bewiesen. 

9. Wir sind nunmehr in der Lage, die Wahrscheinlichkeit 7, in (29) zu bestimmen. 
Dazu brauchen wir nach (30) die Anzahl der quadratischen Typen 7, für die e, =e, 
wobei e eine feste Zahl von 0,1,2,...,e—1 ist. Nach (28) sind diese Typen diejenigen, 
für die die Gruppe aller D-Zerfällungen zweiter Art eine Untergruppe G°*' von G ist, 
wobei G°*' wieder, wie in 8, von der Ordnung 2°'' ist und die D-Zerfällung D,1 ent- 
hält (wie schon öfter erwähnt, it D, 1 immer eine D-Zerfällung zweiter Art). Nun ist 
die Anzahl der 7, zu denen in diesem Sinne ein bestimmtes G°'" gehört, nach (42) gleich 
{t—e—1}, d.h. die rechte Seite von (43) mit Z=1—e—1 und die Anzahl der 
in Frage kommenden G°*" ist durch (44) mitr=1,s=e+1, d.h.mitk=t—1, 
!=t—e—1 gegeben (es handelt sich nämlich bei dieser Anzahl um alle Gruppen 
G‘*! der Ordnung 2°*', die zwischen der Gruppe aus den beiden Elementen 1, D; D,1 
und der Gruppe G liegen). Das Produkt aus diesen beiden Ausdrücke ist also die ge- 
suchte Anzahl der 7. Dieses Produkt hatten wir in (45) schon einmal gebildet; hierin 
ist also jetzt k=t— 4, 1 =t—e—1 einzusetzen. Dieser Ausdruck &_ı:1_.-ı in (45), 


der nach der dortigen Bemerkung in den Fällen e=t—2 und t—1 durch 
t 


EEE 277 _1 bzw. %-1,0 =1 zu ersetzen ist, liefert nach (30) durch 2°* dividiert 
die Zahl .. Nach leichter Umformung haben wir somit den folgenden 

Satz II. Unter allen reell-quadratischen Körpern, deren Diskriminante aus t ver- 
schiedenen positiven Primzahlen #3 (mod 4) zusammengesetzt ist, haben die Körper mit 
genau e durch 4 teılbaren Invarianten in der absoluten Klassengruppe eine (positive) Wahr- 
scheinlichkeit 





(51) ,. = 





Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. D 








34 Redei, Über einige Mittelwertfragen im quadratischen Zahlkörper. 


In den Fällen e =t—2 und t—A ist darunter 


(5la) h—_2 


zu verstehen. (Auch in diesen Fällen ist (51) richtig, wenn wir verabreden, den Zähler 
und Nenner des zweiten Faktors in (51) durch 1 zu ersetzen, falls sie sonst keinen Sinn 
haben. Wir haben (51) nur für den Fall t > 2 abgeleitet, doch ist es nach dieser Verab- 
redung auch im Falle t=1 richtig, da dann nämlich nur e= O0 in Frage kommt, was 
offenbar den Wert = 1,=1 ergibt.) 

Wir werden jetzt die eben erhaltenen Wahrscheinlichkeitszahlen t, nach ihrer 
Größe untersuchen. Es wird zunächst lehrreich sein, einige Anfangswerte von t, in einer 
Tabelle zusammenzustellen: 








ne: Mi 1 2 3 4 b 
ı| mı 
‚| M,-: 1 
1; 3 1 
| (5)0> () 0.375 () 0.125 
,, 7 7 1 
A (1) 0.4375 (i) 0.4375 (55) 0.1098 (3) 0.0156 
Mar 106 35 15 1 
J (5) 0.4375 ( 26) 0.4101 (55 0.1367 (103) 0.0146 (1053) 0.0009 
217 217 1085 155 31 1 
‚(1 0.40 elf) 0,42 nase... [Fe ie 2) 0.00003 . 
i (65) 04 36 (55) 04 36 (> 0.1324 (si95) 00189 (s070) 0.000 (7a) 3 
| 
| 
(x) 0.4194 (x) 0.4194 (3) 0.1388 (5) 0.0199 (375) 0.0013 (5563) 0.00004 
2 | (x). er a)V. us 3)» ... 51)” ... 375) .. 7a) .. 


In diese Tabelle habe ich in Klammern den jeweiligen genauen Wert und daneben den 
angenäherten Dezimalwert von t. aufgenommen. Die letzte Zeile dieser Tabelle findet 
ihre Erklärung im folgenden 
Satz III. 1. Es ıst 
(52) lim i, = — ge inne 
>» (2° — 1) (2° —1)---(° —1) 
(insbesondere lim t, = lim ti, = x), wobei 


a ie 1 ı 7 31 
(53) [Il -2)-3 52 am... 


n=1l 





2. Es ist ig, 29 3 ++, . eine monoton abnehmende Folge, und zwar 
1, > 4» = ıh > u = > Hh=."*- 
3. Es ist 2,, 41, 61,... eine monoton abnehmende und 3,, 51, 7/1... eine monoton 
sunehmende Folge, und zwar 
2, >4,>6,>..--.; 3, <5, <T7,<e+», 
während die Glieder der gesamten Folge 2,, 37,41, - .. abwechselnd ab- und zunehmen: 
u, > u << Di << :.- 
4. Für ein festese (=2,3,...) sind (e +1), (e+ 3), (e+5),... und (e+2) 
(e + 4), (e + 6),... monoton zunehmende Folgen, und zwar 
(le +1), <(e+3), <le+5),<.-; (e+2),<(e+4,<(e+6),<---, 


e) 
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während die Glieder der gesamten Folge (e+1),(e+ 2),(e+ 3),... abwechselnd ab- 


e? 


und zunehmen: 
(e+1),> (e+2); (e+2),<(e+3); (e+4,<(e+5);--- 
5. Für ein festes t(=2,3,...) ist tyty,ta,... eine monoton abnehmende Folge, 
und zwar 


(54) u (e =1, 2, : en 7 


wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn t— e ungerade ıst. Insbesondere 
ist also ty, =t, für 2lt und t, > t, für 2 rt. 
6. Für e Z1 ıst 


__I hi_1< 3 
(99) I ("3") ( getl =9< 3) 
7. Es ist 2, + 2, 30 + 31 40 + 41, - . . eine monoton abnehmende Folge, und zwar 


1=1=)3, +23, >» + =+ 4 > + I =: (> 2% = 0.8388. ..). 

In diesem Satze habe ich die auffälligsten Eigenschaften der Wahrscheinlichkeits- 
zahlen t, zusammengestellt. 7. kann als eine Ergänzung zu 2. und 3. betrachtet werden. 
Hinsichtlich der Bedeutung der gefundenen Eigenschaften von ti, verweise ich auf die 
Einleitung. Hier bemerke ich nur noch, daß wegen 5. für jedes t diejenigen Fälle am 
häufigsten sind, wo es in der absoluten Klassengruppe keine durch 4 teilbare Invariante 
gibt. Nur für 2|t sind auch die Fälle mit genau einer durch 4 teilbaren Invarianten 
gleich häufig. 

Beweis. Wenn t gegen unendlich strebt, nähern sich Zähler und Nenner des zweiten 
Faktors in (51) den Werten 





e+1 
2 


Der hier auftretende Nenner liefert mit o ) multipliziert den Nenner in (52), während 
der Quotient der beiden unendlichen Produkte gleich & in (53) ist. Daraus folgt die 
Richtigkeit von 1. (Der Fall e = 0 beansprucht dabei insofern eine besondere Behand- 
lung, als dann das hier auftretende endliche Produkt durch 1 zu ersetzen ist.) 


1 

Ich führe die Abkürzung ( — - ) ein, worunter ich den eingeklammerten Aus- 
* 

druck verstehe, wenn z eine positive gerade Zahl ist, sonst soll dieses Zeichen den Wert 1 


haben. Auf Grund von (51) (und (51a)) erhält man leicht die folgenden Formeln: 
u, 1 
(56) (+1), = 7 — | w 
1), 








(57) (+2), = 
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R 1 1 

(98) le+1 u; gt 4 ( Zu ge e ı), le, 
99 +1 == PR. 1 — \ 

( ) (t Lie — ge+l 4 k gi le, 


welche ım allgemeinen für0 se <t— 1 gültig sind, nur in (58) muß man 0 se st—2 
voraussetzen. 

Aus (56) folgt sofort (+1), <t,für2 Y71—e,(t+ 1), =1,für2]tund (+1), > t, 
für 2]t—e, e> 0. Zum Beweis von 2., 3., 4. brauchen wir nur noch zu zeigen, daß 
(+2), <t, für 2/1, (+2), >t,für2 rtund ((+2),>t, füre>2ist. Dies folgt 


leicht aus (57), da (+2), = ( _— zn)! füre=1,2|t ist, während füre=1,2 Li 


ann. 
” ge a; art _3..’+1 


Auch 5. folgt leicht aus (58). 


und füre 2 








Aus 3. folgt die Ungleichung 3, <t, <2,(tZ24). Nach (51) ist 3, = z „u= =, 


woraus (95) für den Falle =1 folgt. Im Falle e > 2 ergibt sich aus 4. und 1. die Un- 


gleichung 
X 


(2 —1)(2?—1).--(2°—1) 
Daraus folgt wegen (5la) fürt > e-+ 3, daß das g in (55) der Ungleichung 


1>e+3). 





(e +2), <t,<(lmt, =) 


1 X 2 


1 — ge+l 4 < I A\I A\ ‚_4 
Ja. 5 A 3 u 


genügt. Diese Ungleichung bleibt bestehen, wenn man rechts e ins Unendliche wachsen 
läßt. Nach (53) steht dann rechts der reziproke Wert des Produkts 


dj) 


woraus q < = folgt. Für die restlichen Fällei!=e+1,e+2 


2 


E 
erhalten wir für q in (55) direkt aus (51a) die Werte 1 bzw. 1 — a womit 6. be- 
2 





Dies ist größer als 


wiesen ist. 

Für 2|t folgt aus 2. und 3. die Ungleichung t, +1, > (+1). + (t+1),. Zum 
Beweis von 7. braucht man also nur noch zu zeigen, daß für 2 Ft an Stelle dieser Un- 
gleichung eine Gleichung tritt. Dies ist tatsächlich der Fall, da jetzt aus (58), (56), (59) 


= ( — A) u, t+1) = (t+1), >= ( _ z) folgt. Damit ist der Satz bewiesen. 


10. Ich definiere für t=1,2,3,... 


5 Ze, 
(60) Mı«(e,) — lım D(z, t)' 


i>» 


wobei über alle D < x mit dem festen t zu summieren ist und D(z,t) wieder die Anzahl 
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dieser D bedeutet. Dann ist My(e,) ein Mittelwert im Sinne der Einleitung. Für ıhn 
gilt folgender Satz: 

Satz IV. Für jedes t=1,2,3,... existiert der Mittelwert My(e,) der Anzahl der 
durch 4 teilbaren Invarianten in der absoluten Klassengruppe derjenigen reell-quadratischen 
Körper, deren Diskriminante aus t verschiedenen positiven Primfaktoren $ 3 (mod A) 
zusammengesetzt ıst, und es ist 


t{—1 
(61) Me) = ek, 


wobei t, durch (51), (51a) gegeben ist. Es ist 
(62) (0 =) M,(&,) < Male) < Male) << Mile) <-*- 





und 
63 lim My(e,) = x — =(.764..., 
ne One 


wobeı & durch (53) gegeben ist. 
Merkwürdig ist, daß trotz des in Satz III unter 3., 4. beschriebenen wechselnden 


Verhaltens von t, die Folge My(e,) (t=1,2,3,...) nach (62) monoton zunimmt. 
t—1 

Beweis. Der Zähler in (60) läßt sich offenbar in der Form & eD(x,t, e) schreiben, 
wobei D(z, t, e) die bei (29) eingeführte Anzahl ist. Da der Grenzwert in (29) nach dem 
Satze II existiert, folgt sofort die Richtigkeit von (61). Daraus und aus (52) folgt (63), 
da die hier auftretende unendliche Reihe konvergent ist. 

Bis zum Index t =4 ist (62) richtig, denn es ist nach leichter Rechnung (s. die 

hE 

Tabelle auf S.34) M,(e,) =0, M,(e,) = 2 M;,(e,) = 3 M ‚(e,) = Es ist noch 
zu beweisen, daß 


Hrles) < Mirıles) tz4) 
Ich beweise sogar: 
t—1 t 
(64) ze zsZS(t+N. (> 2) 
und 
t—1 t 
(65) S(e—1)t. <z(e —1)(t+1) t=>4), 


und aus diesen Ungleichungen folgt dann die Behauptung wegen (61) durch Addition. 
Nach der Definition ist nämlich , +1, + ***+1ı =1, woraus folgt, daß die 
linke Seite in (64) gleich 1 — t, ist. Die rechte Seite ist ebenso 1 — (t + 1),. Da nach 
2. von Satz III 1,2 (t + 1),, ist (64) richtig. 
Statt (65) beweise ich mit Rücksicht auf das Spätere etwas allgemeiner folgendes: 


Wenn q,, Q,, @,,... positive Zahlen sind und 
ı . 
(66) 1——s— <i = 2 3, 4...), 
so ist 


(67) at +0,14, <at+1,+ta,.,6+ l),,.ı (@le2sesı—1;t>4), 


wobei diese Ungleichung im Falle e=t—-1 so zu verstehen ist, daß das zweite Glied 
der linken Seite (d. h. das sinnlose t;) durch O zu ersetzen ist. (Selbstverständlich haben 
die Zahlen a, mit den f, nichts zu tun.) 

Da für a. = e — 1 (66) offenbar richtig ist, wird aus der Richtigkeit der Behauptung 
in (67) durch Addition für e=2,4,6,... (bis t— 1 bzw. i—2, je nachdem 2 Ft oder 
2|t) die Ungleichung (65) folgen. 
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Das zu beweisende (67) können wir wegen a,> O0 in der Form 
de 
41 u ca de (( + 1), ge 1.) 


schreiben. Indem wir hier (56), (58), (59) einsetzen und durch £, dividieren, erhalten 
wir nach leichter Rechnung, den Fällen 2|t und 2.7t entsprechend (wobei immer 2| e 


zu beachten ist), die Ungleichungen 
1 1 a. ’—i1 


ee a Tree 
gr ar + 


AU... ET, 3 
| 9% ge— eo Jg ö 


Hiervon entsteht die zweite auch im Falle e=t1—1 (d.h. .,;ı =) durch eine richtige 


de+1 


bzw. 


Umformung, da dann ee —=1 ist. 


Die erste dieser Ungleichungen ist sogar dann richtig, wenn darın 2 durch den 
e+1 


ai i ö 1 . n 
nach (66) kleineren Wert 1 — r und der Nenner 2’— 2° durch % ersetzt wird, denn 


es ist — ı - 3 (2°— 41) füre>2. Die linke Seite der zweiten Ungleichung 


r__ 


ist einfach I. Auch diese Ungleichung ist wegen (66) richtig, womit die Behauptung 


ü 
in (67) und der Satz IV bewiesen ist. 


III. Teil. 
11. Ich verstehe unter = ) das bekannte rationale vierte Potenzrestsymbol. Da- 
bei sind also a, b ganz und rational, für jeden positiven Primfaktor p von bgilt p&3 (mod 4) 
und (*) == 1; (4) ist dann + 1 bzw. — 1, je nachdem für p = 2 die Kongruenz -? = a 


p 
(mod p) und für p =2 die Kongruenz z? = a (mod 2?) ın ganzem rationalen z lösbar 


oder unlösbar ist; (2) soll für den Nenner die gewöhnliche multiplikative Eigenschaft 
4 
haben. 
Wenn A eine D-Zerfällung zweiter Art und zwar A = D’, D’ ist, so führe ich die 


Zahlen 


r ‚..[D u. m 
(68) Aa = Fr). Au >= D’ : 


ein. Unser Ziel ist zunächst, über die zu einem D gehörigen Zahlen a5, x4 einige Hilfs- 
sätze zu gewinnen. Dazu brauchen wir eine einfache Vorbereitung, die sich auf die 
Gruppe aller D-Zerfällungen bezieht. 

Es ist bequem, die folgenden Bezeichnungen zu gebrauchen: 

Wenn A;, Ar, An,... . irgendwelche D-Zerfällungen sind, so soll Arm... die daraus 
zusammengesetzte D-Zerfällung A:A;A„ » » » bezeichnen. 

C soll die Untermengen von (1,2,...,e), darunter auch die leere Menge bedeuten, 


wobei e eine feste positive ganze Zahl ist. Ähnlich sollen C,, C*, Ca», e ... diejenigen 
C bedeuten, die a enthalten, a nicht enthalten, a und b enthalten, a enthalten und d nicht 
enthalten, ..., wobei a,b,... verschiedene Elemente von (1,2,...,e) sind. 





Y. 
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Dann gilt der folgende 

Hilissatz EE Wenn A,A,,...,A. (lse<st) beliebig gegebene D-Zerfällungen 
sind und zwar ,=D,D; (s=1,2,...,e), so lassen sich die positiven ganzen Zahlen 
de(C<(1,2,...,e)) eindeutig so bestimmen, daß die Gleichungen 

(69) D; = Il de, 77 Ag = II des (s =|1, 2, eo. e) 


erfüllt sind. Wie auch eine Untergruppe G’ der Ordnung 2° in der Gruppe aller D-Zer- 
fällungen gegeben ist, stets läßt sich in ihr eine Basis A,,As,,...,A. so wählen, daß in 
(69) d,,da,...,de> A sind. Wenn dabei G'’ das Element A* = D,1 nicht enthält, so 
gibt es eine Gruppe G’' von derselben Ordnung 2°, die A* auch nicht enthält, für die außer- 
dem {G"',A*})={G’,A*} ist, so daß nach Ersetzung von G’ durchG"' sogar dy,d,,da,..., de > 1 
erreichbar ıst. (In d, bedeutet O die leere Menge.) 

Wegen der Forderungen (69) muß nämlich de für ein beliebiges € den folgenden 
Bedingungen genügen: de | D; (seC), de| Di’ (s&C) für s=1,2,...,e. Und zwar 
sieht man, daß d. der größte gemeinsame Teiler der jetzt genannten D; und DJ’ sein 
muß. Wenn nämlich ein p, aus den Primfaktoren von D = p,Pp,*** p, (dies ist wieder 
die Bezeichnung wie in 4) in denselben D/ und D;’ aufgeht und dabei p,; 4 dc wäre, so muß 
ein anderes d,„ mit C’ + C’ durch p, teilbar sein, da das Produkt aller d,, wegen (69) oflen- 
bar gleich D ist. Entweder gibt es nun ein z, das in C’ enthalten und in € nicht ent- 
halten ist, woraus wegen p, | d,, nach dem obigen p, | D/, d.h. p, 4 D/!’ folgt, was der 
Voraussetzung über p, widerspricht, oder es gibt ein z, das in €, aber nicht in (” ent- 
halten ist, woraus ähnlich der Widerspruch p, | D’, d.h. p, + D/’ folgt. 

. Umgekehrt sieht man leicht, daß (69) erfüllt ist, wenn de als größter gemeinsamer 
Teiler der obigen D;(s€E C), Di’ (s®C) definiert ist. Damit ist bewiesen, daß die Dar- 
stellung in (69) möglich und eindeutig ist. 

Nun sei A,, A,,..., A, eine unabhängige Basis einer Gruppe G’ von D-Zerfällungen. 
Es sei p, ein Teiler von D/, der wegen D, > 1 gewiß existiert. Indemich A, (s =2,3,..., €) 
je nach Bedarf durch A,A, =} ersetze und die neue (unabhängige) Basis wieder mit 
A,,...,A, bezeichne, kann ich erreichen, daß p, + D/ ist (s = 2,3,...,e). Dann ist 
wegen (69) p.!d,; denn jedenfalls ist p.'dce mit einem gewissen C, das 1 enthalten muß 
(da sonst p, + D, wäre), das aber kein s=#+1 enthalten kann (da sonst p, D/ wäre). 
Ich wähle dann einen Teiler p, von D;. Nun multipliziere ich je nach Bedarf die Ele- 
mente A,A,A,,...,A. mit A,. Wenn ich die neue Basis, die so entsteht, wieder mit 
A,,...,A, bezeichne, verliert p, seine frühere Eigenschaft nicht. Dabei läßt sich er- 
reichen, daß p, außer in D,; in keinem anderen D,; aufgeht. D.h. p,!d, bleibt erhalten, 
und hierzu kommt analog noch p,!d,. Offenbar erhält man auf solchem Wege 
m ee Sa 

Zum folgenden bemerke ich zunächst, daß die D-Zerfällung 4* = D,1 bei der 
Zusammensetzung mit einer beliebigen D-Zerfällung A = D’, D’’ die Vertauschung der 
Glieder D’, D'’ bewirkt, d.h. AA* = D’”’, D'., 

Wenn nun G’ das Element A* nicht enthält, dann ist zunächst A*, A,,As,,..., A, 
eine unabhängige Basis der Gruppe G* = {G’, Ar}. Ich ersetze A, (s 1, us 
je nach Bedarf durch A,A* und bezeichne die so erhaltene neue Basis von G* wieder 
mit A*, A,,...,A,, so daß für das neue System A,,...,A,, das wieder die unabhängige 
Basis einer Gruppe G’’ bildet, z.B. pı|D/ (s=1,2,...,e) gilt. Daraus folgt nach 
(69) pı |d,, d.h. d,> 1. Offenbar gilt dies auch dann, wenn wir A,A,,...,A, einer 
ähnlichen Umformung unterwerfen wie oben, so daß dann d,„d,,...,d,> 1 sind. Da 
ferner {G’, A*} = {G’,A*} gilt, ist der Hilfssatz E bewiesen. 
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Wir beweisen jetzt den 

Hilfssatz F. Gegeben sei eine Untergruppe G’ von der Ordnung 2(e Z 1) der Gruppe 
aller D-Zerfällungen, die aus lauter D-Zerfällungen zweiter Art besteht und das Element 
A* = D,1 nicht enthält. Dann gilt: 

1. Ist A,,Ag,...,A, eine (unabhängige) Basis von G’ und durchläuft A alle Ele- 
mente von G' in einer festen Reihenfolge, so ist das aus a4, a4 entstandene System durch 
das System A= (Od, Kg... Ka; Kap Ag en Ku: Kdypı Kygı + + &a,,.) Destimmt, 
wobei im Fallee =1 unter A einfach (xA,, &4,) zu verstehen ist. (In diesem Falle ist die 
Behauptung trivial.) 

2. Dann und nur dann ist für alle Elemente A von G’ 

(70) a0 —=A, 
wenn das Gleiche für die unabhängigen Basiselemente A,,A,,...,A, von G’ gilt. 

3. Für alle von der D-Zerfällung 1, D verschiedenen Elemente A von G’ kann 

(71) Ka = da >= 1 
nur dann bestehen, wenn e=1 oder 2 ist. 

Wir beweisen zunächst die folgenden Identitäten: 


(72) 04, 04, 04, A Ka Ka = 1, 
re > r » (k) „(k) sk) — — 
(73) ee = 1 (k=1,2), 


wobei A,, A,, A, beliebige D-Zertällungen zweiter Art sind. 

Nach (69) kann man nämlich A, = d,dız, dode; A, = dydj., dyd, setzen, wobei 
do, di, da, dis positive ganze Zahlen sind. Dann ist A), = A,A, = d,d,, dydıs- Die linke 
Seite von (72) lautet also 


a a a), ae), (ae) (ae) 
dyd, /a \d,dys/a \dyd, Ja \dydy5/a \dodys/a \dıd, Ja 


Durch Anwendung der Regeln % = (=), 2), ea 2) n— = erhalten wir 











yz/a y 2 2 2 
daraus 
Pe > dad, z Pe) ee 
do 4 d, 4 d, 4 dis 
y2 y 
Wegen 2). = (4) können wir gleichzeitig die Exponenten 2 und die Indizes 4 streichen, 


wodurch ein Ausdruck entsteht, der sich mit Hilfe des quadratischen Reziprozitäts- 
gesetzes in 1 überführen läßt. Damit ist (72) bewiesen. 

Zum Beweis von (73) setzen wir ebenfalls nach (69) A, = d,djsdısdıas, Aodadz das; 
A, = dadjadasdıas, - --; Az = Agdjsdgsdjag, - . ., wobei an Stelle der Punkte jedesmal 
das Produkt aus den übrigen vier d,, d,, .. . einzusetzen ist. Wir führen der Einfachheit 
halber die Bezeichnung d, = m, d, =a,d, =b,d; = c, da = 2, dys = Y, Agg = 2, dıag = N 
ein. Dannist A, =ayzn,...; A,=bazn,...; A3,=cıxyn,... mit ähnlicher Abkürzung. 
Daraus folgt 
A. = A, abe, :; A = Be zE, . . -; A = be, . 5 A = Au, abe, .... 
Für k = 1 läßt sich also die linke Seite von (73) so schreiben: 


er | | ee; Be Bi [ee re 
mbcx), \macy/,\mabz}, \mcezn/, \mbyn/,\maan/, \mzyz/, 


Dieser Ausdruck läßt sich auf ähnlichem Wege wie oben in 


IT) Peseeer | 
u, Ü 5 m 4 





Redei, Über einige Mittelwertfragen im quadratischen Zahlkörper. 41 


überführen, wobei u, v alle Paare mit zwei verschiedenen Elementen aus m,a,...,2,n 
zu durchlaufen hat. Offenbar haben hier beide Faktoren für sich den Wert 1, womit (73) 
im Falle k = 1 bewiesen ist. Der Fall k = 2 läßt sich ähnlich behandeln. (Dieser Fall 
ist übrigens leicht auf den Fall k =1 zurückzuführen, wenn wir noch (72) zu Hilfe 
nehmen.) 

Nun soll A,,&A,,...,A. eine unabhängige Basis für G’ bezeichnen, wobei G’ die 
Voraussetzungen des Hilfssatzes erfüllt. Wir wollen zunächst 1. beweisen. Dann dürfen 
wir alsoe > 2annehmen. Wir wenden (72) auf A,, A, (statt A,, A,) an, wobei /, m zwei be- 
liebige verschiedene Zahlen aus 1,2,...,e sind. Nach der erhaltenen Gleichung läßt 
sich a4, AUS a, Ka, Kap KA %a,,, also aus dem System 


‚ |. . , 
A pmmund (4, u er“ Ay» EUER &4,_1.) 


ausrechnen. Ähnliches folgt für aa, Km aus (73), wenn dies auf A,, A, A, 


angewandt wird (1 s!<m<n<e). Dann wenden wir (73) auf A,, A, A. an 
(k) 


Amn:»» * 


(Isli<m<n<sSe), und so fortfahrend erhalten wir das Gleiche für alle a 


Da jedes Element von G’ außer A = 1, D unter An... vorkommt und für A = 1, D oflen- 
bar aa = a4 =1 ist, haben wir 1. bewiesen. 

Wenn wir die vorige Bezeichnung A,,A,,...,A, weiter beibehalten und für diese 
Elemente die Richtigkeit von (70) voraussetzen, so folgt die Richtigkeit wegen (72) 
auch für Am(1 <!<m=se). Multipliziert man die Gleichungen (73) für k = 1,2, so 
kann man daraus wie bei dem Beweis von 1. nacheinander auf die Gültigkeit von (70) 
für An, Amms, ... schließen. Da für A=1,D immer alal =1 ist, folgt die Be- 
hauptung 2. 

Endlich folgt die Behauptung 3. aus (73). Wenn nämlich e > 3 ist, so gibt es drei 
unabhängige Elemente A,,A,,A, in G’. Diese und die daraus zusammengesetzten 
D-Zerfällungen A,s, Aıs, Asg, Ajss sind alle von 1, D verschieden. Für alle diese D-Zer- 
fällungen kann (71) wegen (73) nicht bestehen, weil nämlich auf der linken Seite die 
Anzahl der Faktoren ungerade ist. Damit ist der Hilfssatz F bewiesen. 

Der Teil 1. dieses Hilfssatzes wird seine Ergänzung im folgenden Hilfssatze finden, 
aus dem wir später folgern werden, daß das System A in gewissem Sinne unabhängig ist. 

Hilfssatz G. Es seien e und t positive ganze Zahlen, 1 ze <t—1. Es seien 
PP Pp5Pp-.., dp, insgesamt 2t Symbole, für die ich vorläufig nur formal 
n(p,)=p,(k=1,2,...,t) seize. Weiter bedeute ö, (C Teilmenge von (1,2,...,e)) ein 
(formales) Produkt aus einigen verschiedenen P,,P2,- - -, P, (eventuell ö, = 1) derart, daß 
das Produkt aller ö, gleich pp, ++ p, und 6, 01..,,6, #1 ist. Es sei noch d, = n(ö.)- 
Ich setze endlich 

. p,\ z: Bao e ra Fan. un )" 

a” - /1| P, ) Mas i4 [1 ITdc, i4 fi. IT dc, H öck! i 
wobei unter den inneren Produktzeichen C';, C*, Cyı,... alle C zu durchlaufen hat, die k ent- 
halten, k nicht enthalten, k und lenthalten,....und mal Su <v<st), ,b (1 <k<se), 
ci <Sk<ISse) alleO oder 1 sind, jedoch soll wenigstens eine 1 unter ihnen vorkommen. 
(Wenn e=1 ist, ist das vierte Produkt wegzulassen.) 

Dann gibt es eine ganze rationale Zahl r (2 ZSr<St), ein Potenzprodukt a aus 
PP: 9,5 Ph 5 P)_,„ das keine (formale) vierte Potenz ist, und ein Produkt pP 


aus beliebigen Symbolen [*) ‚ in die für y,z je zwei verschiedene der p,,.:,P,_,5 PP), 


o /i4 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 6 
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einzusetzen sind (eventuell P=1) derart, daß 


ıst, wie auch immer %,,P2,...,$; durch primäre Primzahlen ersten Grades in R(i) so er- 
setzt werden, daß dabei p}, Pa, - - -, Pı verschieden sınd. (Natürlich bedeuten bei dieser Ein- 
setzung der Strich bzw. das n die Zeichen für die Konjugierten- bzw. Normenbildung und 
(—);. (—);, das zweite und vierte Potenzrestsymbol in A(!). 

Zum Beweis nehme ich wie vereinbart an, daß in (74) statt p,,P,,...,P, schon 
Primzahlen in A(t) eingesetzt wurden. Ich werde dann die rechte Seite von (74) gewissen 
Umformungen unterwerfen, die ich zulässige Umformungen nenne, nämlich: 


ler le ee 


wo a, ß,y ganze Zahlen ın A(t) sind, für die die vorkommenden Symbole einen Sinn 


ß 


& Bunt 
haben, und ei zum (£) ist wenn außerdem & und ß primär sind und eins von ihnen 
i X fi 


P 


rational oder eine Quadratzahl in A(:) ist. Alle diese Gleichungen dürfen als zulässige 
Umformungen in beiden Richtungen angewandt werden. Davon ist die letzte ein 
Sonderfall des biquadratischen Reziprozitätsgesetzes (s.z.B.a.a.0.°), S.106, III). 
Die zulässigen Umformungen verändern den Wert der rechten Seite von (74) offenbar 
nicht, gleichgültig wie P,,P3,...,P, gewählt wurden. 

Nun können wir die rechte Seite von (74) durch zulässige Umformungen auf die 


\ ’ ar Pr ’ e ER 
Form eines Produkts aus einigen B bringen. Dann können wir diese Faktoren zu- 
ı/i4 


lässig so umformen, daß darin p,, p, überhaupt nicht und p, auch nie im Nenner vor- 
kommt, wobei s eine beliebige feste Zahl von 1,2,...,tist. Hierbei haben wir es nämlich 


nur mit solchen Faktoren 2) zu tun, indenenk=soderl=sist. Wegen 
l 


£ DRAG) 
p,/ia \Pr/ia\p,/ia  \P,/ua \py/u 
(76a) (2) -(%) 
P,/ia P,/is 


ist dann die Behauptung klar. Sodann vereinigen wir das Produkt aller solchen Faktoren 
(%) \ %) ' ) (k+s;1<sk<st) zu (%) ‚ wobei a, ein Potenzprodukt aus den 
P,/is \Pr/ia \Pr/is „/i4 

p.p, (k#Fs;1sSkst) ist, in dem alle Exponenten mod 4 reduziert (d.h. durch 


eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 ersetzt) werden können. Damit hat man ? in (74) als Produkt 


und 


aus ) und einigen (2) (k,l!=+s) dargestellt. Eine olche Darstellung von P, wo 
„it ıJit 
also a, keine vierte Idealpotenz enthält, nenne ich in bezug auf p, reduziert, a, selbst einen 
reduzierten Nenner zu p,. Im obigen wurde also gezeigt, daß es in bezug auf jedes p, eine 


reduzierte Darstellung von P gibt. Offenbar gehört zu Jedem p, ein einziger reduzierter 


8 


Nenner. Wenn nämlich auch m ein solcher ist, so läßt sich (>) (in multiplikativem 
4 


ı 


8 
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) ’ ’ .. Pr 

Sinne!) aus den zwei reduzierten Darstellungen als ein Produkt von einigen R (ki s) 
/ı4 

ausdrücken, was nur möglich ist, wenn a,n? eine vierte Idealpotenz, d.h. m = a, ist. 
Ich behaupte, daß es unter den reduzierten Nennern a,, ds, . . ., A wenigstens einen 

’ 1» +29 oO 

+1 gibt. 

Ich zeige zunächst, daß aus dieser Behauptung der Hilissatz G folgt. Wir redu- 
zieren nämlich Pin (74) in bezug auf p,. Ist a, # 1, so ist der Hilfssatz richtig (und zwar 
N 


r=t). Ist aber a, =1, so fällt der Faktor völlig aus, und wir haben daher P als 
i4 


0: 


ein Produkt einiger (1 (k #I; 1 sk,l2<st—1) dargestellt. Mit Hilfe von (76), (76a) 
/i4 
können wir daraus eine reduzierte Darstellung von P in bezug auf p, , erhalten. Ist der 


erhaltene reduzierte Nenner a, _, = 1, so ist der Hilfssatz richtig (r = t — 1). Sonst ıst ? 


ein Produkt einiger (2) (k+#l1;1 <k,l<st—2). Damit können wir analog ver- 
4 


N 
fahren. Wenn wir nicht eher zum Ziele kommen, finden wir auf diesem Wege mit Hilfe 
zulässiger Umformungen die Darstellung ?P = 6 „ wobei also a, der reduzierte 

2 ı 


Nenner zu p, ist, der nur aus Faktoren p,,pj besteht. Dieses a, muß aber #1 sein, 
woraus der Hilfssatz G (mit r = 2) folgt. Wäre nämlich a, = 1, so wäre (nach zulässigen 
Umformungen) P=1,d.h. a, =%,=++-—- a =1, entgegen der Behauptung. 

Wir brauchen also nur noch die obige Behauptung zu beweisen. Dazu nehmen 
wir an, daß die reduzierten Nenner a,, Aa, ...., q,alle gleich 1 sind, um daraus einen Wider- 
spruch abzuleiten. 

Nach der Annahme ist ö,, 6, --.,9, #1. Wir dürfen annehmen, daß p, | ö,P, | ö 
(s =1,2,...,e), da es jetzt auf diese Bezeichnungsweise offenbar nicht ankommt. Wir 
wählen ein bestimmtes s(=1,2,...,t) und suchen den reduzierten Nenner zu p, un- 
mittelbar nach (74) darzustellen. Dies kann folgendermaßen geschehen: Wir lassen in 
(74) jeden Faktor (—), und (—);, fort, wo weder der Zähler durch p, noch der Nenner 


8 


. . . . a . . a) « a 
durch p, teilbar ist. Dann ersetzen wir die übriggebliebenen Faktoren der Gestalt (S). 
‚2 


(a ratıonal, in R(:)) durch () 


i4 


a | ’ 
für p,|a und durch (5) fürp, | ?. (All dies bedeutet 
s /i4 
nur, daß wir die Bestandteile fortlassen, die auf a, nicht einwirken.) Sodann multi- 
6 . . 2. . . - x P, P; P, a . 
plizieren wir die übriggebliebenen Faktoren der Gestalt rad AL V770 PER Ur: 2 PR Ira I jede 
ki g/i ' i4 s /i4 


Art für sich, miteinander, wodurch aus der rechten Seite von (74) ein Ausdruck 


Ei pi nis p, i4 


entsteht. Wir können auf den dritten und vierten Faktor eine ähnliche Gleichung an- 
wenden wie (76) und (76a), und auch die ersten zwei Faktoren lassen sich ähnlich um- 


formen, wenn wir vorher (—)?, statt (—), schreiben. Wir gewinnen also: 


(77) SEEN I 
diese Gleichung ist nur bis auf vierte Idealpotenzfaktoren richtig, was aber für unsere 
Zwecke genügt. (Hier bedeuten 2’, n’ selbstverständlich die Konjugierten von & und n..) 


6* 
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Von diesen Größen &,..., y, rechnen wir nur y, fürs =1,2,...,e und fürs =1t, 
ferner n, aus. 

Beim Ausrechnen von y, (s =1,2,...,e) aus (74) müssen wir berücksichtigen, 
daß p, | ö, ist, und zwar in ö, nur zur ersten Potenz aufgeht, während natürlich p, + ö 


c 
für C=#s. Wir erhalten also aus (74): 
(78) y,— IL (ITde,)* (Ida) _II_,(MdaITda)® (s=1,2,...,e), 
k+3s k,l+8 


wobei in den inneren Produkten wieder über alle C;, C*,... zu multiplizieren ist. 
Für s=t gewinnen wir ähnlich wegen p, | ö,P, #6. (C #0): 


(79) Ir =D (I1do,)*, IT, _,(Adallda)® 
und 
(80) 7, = U (10,)*. 


Nun ist wegen (77), da x, y, rational sind, a,aa'!=(n/n,!)®. Da wir a, in (77) 


8 
nur bis auf vierte Idealpotenzfaktoren genau ausgedrückt haben, lautet die ursprüngliche 
Voraussetzung für das (veränderte) a, in (77) so: ,(s=1,2,...,t) ist vierte Ideal- 
potenz. Da »,, n/, teilerfremd sind (denn n, ist ein Produkt aus gewissen primären Prim- 


zahlen p,,P,,...,p,in A(ti), worunter es keine konjugierten gibt), so folgt aus der vorigen 
Gleichung, daß n/»7,*, d.h. auch n, ein Idealquadrat ist. Aus (77) folgt dann noch, daß 
auch y, ein Idealquadrat, d.h. eine rationale Quadratzahl ist. 

Da », ein Idealquadrat ist, enthält n, insbesondere p, (k =1,2,...,e) zur geraden 
Potenz. Der Exponent von p, in n, läßt sich auf Grund von (80) leicht bestimmen. 
Dazu müssen wir nochmals p, | 6,,P,4 6.(C # k) berücksichtigen (dabei ist p? 4 Ö,). 
Dieser Exponent ist dx. Dies soll also gerade sein. Da 5; = 0,1 angenommen war, folgt 


(81) =) (dkm=1,2..,0). 

Da , eine rationale Quadratzahl ist und offenbar p,|d,p5 4d,p,1d.(C=# 17) 
für 7 =1,2,...,e, können wir leicht aus (79) durch Zusammenzählen des genauen Ex- 
ponenten von p, in y, auf die folgende Kongruenz schließen: 

(82) a; + 9-0 = () (mod 2) =123,....0%. 

koder!=j 


Endlich ist auch y, (s =1,2,...,e) eine rationale Quadratzahl. Verfahren wir 
mit den Primzahlen p,(/#s;1=j< e) ähnlich wie früher, indem wir noch (81) berück- 
sichtigen, so erhalten wir die Kongruenz: 


(83) a; +, M =0(mod2) (j,s=1,2...ej7#Ss). 
k,i+s 
koderl=j 
Durch Subtraktion folgt aus (82) und (83) c;, oder «;= 0 (mod 2), je nachdem 
i<s oder j>sist. Wegen cu =0,1 folgt also u =0 (1 sk <Ise). Dann folgt 
aus (82) a;= 0 (mod 2), d.h. wegen a; =0,1 folgt 4, =0(]j=1,2,...,e). 


Wegen (81) und des eben Bewiesenen geht also (74) in 


» u 71 (fe) uv 
1su<vst p, i 
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über, wobei wenigstens ein Exponent m,, gleich 1 ist. Ist r der größte Wert von v mit 
Mu — 1, wobei also2 sr<St ist, so läßt sich ? wegen (76a) in der Form 


— (2,\” [P, 
Bu i. u Ku 
- /1\ p, ) | q ’it 


Mir m. E” 
. *. 


schreiben mit a= (p, 


zu p, und offenbar keine u Idealpotenz in R(:), entgegen der Voraussetzung. Da- 
mit ist der Hilfssatz G bewiesen. 

12. Ich nehme D wieder in der Form p,pg ** + pı (wiein 4) an und betrachte alle D 
von einem festen quadratischen Typus 7. G, sei die Gruppe aller D-Zerfällungen zweiter 
Art, die Jetzt wieder für alle solche D aufzufassen sind, wie es am Ende von 5 ausein- 
andergesetzt war. Ich lasse A alle Elemente von G, in einer festen Reihenfolge durch- 
laufen und betrachte das System U, das aus 7 und aus allen Zahlen a7, a4 in (68) be- 
steht. Ich nenne U den biquadratischen Typus von D. 

Zu jedem biquadratischen Typus U gehört also ein bestimmter quadratischer 
Typus 7, der ein Teilsystem von U ist. Anders gesagt, jedes D vom biquadratischen 
Typus U ist zugleich von diesem quadratischen Typus T. 

Nach (28) enthält U außer den Elementen von 7 2°” Elemente 4, a/, die alle 
gleich + 1 sınd. Darunter gibt es aber viele Elemente, die voneinander abhängig sind. 
Zunächst sind a4, a4 immer gleich 1, wenn A=14,D oder D,1. Weiter ist ai =aÄ4, 
(und a4 = a4,), wenn A und A, sich nur durch die Reihenfolge der Glieder unterscheiden 
(A =D’, D'’; A, = D',D’). Bestimmen wir also eine Untergruppe G’ von G,, die das 
Element A*=D,1 wicht enthält und für die G, = {G’, A*} ist, so haben wir für U jeden- 
falls alle Möglichkeiten erschöpft, wenn wir nur die zu den Elementen A(#+#1,D) von 
G’ gehörigen a4, a4 betrachten: Denn A und AA* unterscheiden sich, wie schon bemerkt, 


nur durch die Reihenfolge der Glieder. Da G’ die Ordnung 2” hat, ist die Anzahl dieser 
a4, a4 immer noch 2(2° —1). Nun sind diese Elemente nach 1. von Hilfssatz F alle 


re, Es ist also a der reduzierte Nenner 


24 ‚ [4 [4 


fe 
durch die 22, + 5 Elemente des Systems A = (a4,,..., 04,5 Ads, Ks Allyar Ada 1) 


e 


bestimmt, wo e=e, zu setzen ist und A,,A,,...,A, eine unabhängige Basis von G’ 
bedeutet. Daß keine Einschränkung mehr möglich ist, wird im folgenden Satze ausge- 
drückt, der also eine Umkehrung von 1. des Hilfssatzes F ist. 

Satz V. Esseiein quadratischer Typus T vorgegeben, für dene, =e(=0,1,...,1—1) 
ist, ferner eine (beliebige) Untergruppe G’ der Gruppe G, aller D-Zerfällungen zweiter Art, 
die die D-Zerfällung A* = D,1 nicht enthält und für die {G’, A*} =G, ist, die also die 
Ordnung 2° hat, und eine (beliebige) unabhängige Basis A,,A,,...,A, für @'. 

Der biquadratische Typus U von D vom quadratischen Typus T ist durch das 


‚ A | ’ . Ze r 
System A = (Adyy» +, Ka; Ady + + + KA, 5 Kg Kg + +) Ka, 2,) bestimmt. Wie auch Werte 


+ 1 für die Elemente von A hen sind, immer gibt es solche D, für die A dieses Wert- 


2 e(e+3) 
2e 4 9 
system annimmt. Die Anzahl der (zu diesem T gehörigen) U ist also 2 (2) = #® 


Ist (wie früher) D(x, T) die Anzahl der D< x vom quadratischen Typus T und yid 
darunter D(x, U) vom biquadratischen Typus U, so ıst unabhängig von U 
. D(ix,U) 1 
(84) Im Da, 1) «5 


‘ > 
-_ 





Kurz gesagt bestimmt also dieser Satz die Anzahl der wirklich vorhandenen U 
zu einem beliebigen T und behauptet überdies, daß alle diese U (innerhalb 7) gleich 








(85) 8 
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wahrscheinlich sind. Im Falle e, = 0 ist der Satz wohl richtig, aber inhaltslos, da dann 
offenbar nur ein einziges U existiert. Im Falle e, =1 ist unter A das System (a4, a4.) 
zu verstehen. 

Beim Beweise dürfen wir (e, =)e > 1 annehmen, woraus t > 2 folgt. Ich beweise 
zuerst die letzte Behauptung des Satzes. Wir wählen vorläufig die Gruppe G’ und die 
Basis A,4A,,...,A,, wie es im Satze angenommen war, insbesondere so, daß dafür in 
(69) dy, di... .,de> 1 ist, was nach dem Hilfssatz E möglich ist. Der vorgegebene qua- 


dratische Typus 7 sei durch (>) = Iwll Su <v<St) gegeben, wo also zu(= + 1) 
irgendwelche feste Zahlen sind. Dann wähle ich nach Belieben feste Zahlen y,, yy 


(k=1,2,...,e) und zu(l <k<I<se), die alle gleich 1 oder —A sind. Ich setze 
danach | 


Pu Br. ur / 
=// lit uf )/T% ur wIIs‘ 1+y a %,) II SM + Zu au). 


1su<vst 1sk<Ise 
Wenn ich hier ein D= p,Pa3**+p, vom quadratischen Typus 7 einsetze, hat der erste 
Faktor den Wert . und offenbar hat g den Wert 1 oder 0, je nachdem das Gleichungs- 


system a, = yo, = u (k=1,2,...,e),0,, = 241 sk <ise) erfüllt ist oder nicht. 


Nun ist durch ar Gleichungen ein ehe Typus U definiert, zu dem der 
quadratische Typus 7 gehört, wie es oben besprochen war (und auch unmittelbar aus 
1. ım Hilfssatz F folgt). Es ist also 

(86) D(z, U) = %g, 


wobei die Summe über alle D< x vom PER Typus 7 zu erstrecken ist. Die 
Existenz eines zu einem beliebigen System y;, %, ,2,,; gehörigen U ist noch nicht be- 
wiesen. Gerade dies ist eine Teilbehauptung des Satzes. Anders gesagt, es ist noch 
möglich, daß die Summe in (86) verschwindet, was gerade bedeuten würde, daß das 
betreffende U nicht existiert. Wenn wir aber zeigen, daß D(x, U), für das wir (86) als 
Definitionsgleichung betrachten, nie Null ist und auch (84) gilt, dann haben wir die letzte 
Behauptung des Satzes bewiesen. 


Wegen Satz I lautet die Behauptung (84) offenbar 


. D(z,0) 1 
(87) lim er 
>% Dix, t) Be ;- )+ X a 








Wir brauchen also nur zu beweisen, daß (87) für (86) gilt. In (86) dürfen wir 
die geraden D außer acht lassen, da deren Anzahl, wie schon erwähnt war, ein 





i—2 
ojztenieen) .) ist, und für den Nenner auf der linken Seite von (87) die Relation (23) 


besteht. Ich forme dann den Summanden g in (86) folgendermaßen um. Ich wähle nach 
Belieben it primäre Primzahlen p,,P3,...,P, ersten Grades in A(t) so, daß n(p,) = Pr 
(k=1,2,...,t) ist. In allen Symbolen (—), (—),, die in (85) vorkommen und bei denen 
natürlich (68) eingesetzt zu denken ist, ersetze ich im Nenner jedes p, durch p,, so daß 
dann diese Symbole in R(i) zu betrachten, d.h. alle mit dem Index ı zu versehen sind. 
Bekanntlich verändert dabei kein solches Symbol seinen Wert, insbesondere die vor- 
kommenden a4, &4 deswegen nicht, weil hieralle D-Zerfällungen A von der zweiten Artssind, 
für die also in (68) der Zähler ein quadratischer Rest vom Nenner ist. Dadurch geht g 
in eine Funktion von P,, Ps, . . ., P, über, wobei dieses System genau so definiert ist, wie am 














— 9 4 
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Anfang von I (insbesondere ist n(p,) <n(p,) <+*+» <n(p,)). Entsprechend ist dann 
in (86) über alle solche Systeme p,,Ps,...,P,, d.h. im Sinne von I über alle solche 
PT. = PıPz +» p. zusummieren, welche jetzt neben n(%,) < znoch dadurch eingeschränkt 
sind, daß alle Normen n(®,) verschieden sein sollen (oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
von den konjugierten Primzahlen p, nur die zugelassen sind, die z. B. einen positiven 
Imaginärteil haben), und D=n(%,) vom quadratischen Typus 7 sein soll. Das Auf- 


heben der ersten Einschränkung ist gleichbedeutend mit dem Hinzutreten des Faktors 2, 
da g nach dem Vorigen davon unabhängig ist, wie die p,,...,P, aus den konjugierten 
Größen gewählt worden sind. Die zweite Einschränkung läßt sich ohne weiteres aufheben. 
Wenn nämlich n(®,) = D nicht vom quadratischen Typus 7 ist, d. h. für wenigstens ein 


) 
Paar uv(1su<v<it) >)-(&) + X ist, dann ist g nach (85) des ersten 
Faktors wegen gleich 0. Führen wir also statt (86) die Funktion 
(88) f(2)= £_8 


n(P)zz 
ein, wobei g schon in Symbole (—); und (—);, umgeschrieben zu denken ist, so genügt 
es, statt (87) die Gleichung 
f(x) £ 
(89) lim 57 = rer) 
>» D(x, l) ol )+* 


2 2 





zu beweisen. 
Nach (85) ist 


1 
0 «str P)), 


er 


. . . pP 4 ‚ / - 
wobei P alle nichtleeren Produkte aus verschiedenen (?e),a% Xp %y, In (85) zu 
v 





durchlaufen hat (hierfür sind nachher noch Symbole (—);, (—);, einzuführen). 
Nun ist 
1m 2X Dix, t), 


n(F)sr 


wie wir beim Beweise von Satz I gesehen haben. Wenn wir also noch 


(90) E P-O x(log log x) ” 
nRse log x 


nachweisen, so haben wir wegen (23), (88) die Behauptung (89) bewiesen. 

Dazu haben wir die Struktur von ? zu prüfen. Ich schreibe A; wieder in der Form 
D’, D'' und stelle D’, D'’ fürk =1,2,...,e durch die de in (69) dar, wo dann nach der 
Voraussetzung dy,„d,...,‚de>1 ist. Wenn ich noch Ay(= A,A,) = Du, Dit setze, 
so folgt aus (69) offenbar 

(91) D., = IId. Hdck, D, = IId,,, IId (isk<Ise). 





Die Faktoren von P werden nach (68) durch 


ERROR 
p,!’ \Dy/a’ \ Dia’ (di 4 


dargestellt, wobei (69) und (91) einzusetzen und nachher zu Symbolen (—); und (—)i 
überzugehen ist. Damit erhält P? offenbar die Form in (74), und zwar mit Exponenten 
Mu, Qx, Dr, Cu, die alle gleich O oder 1 sind, unter denen aber wenigstens eine 1 vorkommt, 
wie es dort angenommen war. Nach dem Hilfssatz G läßt sich also P in der Form (75) 
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schreiben. Somit ist P so definiert, wie c in (3), woraus nach (4) und (5) die Behauptung 
(90) folgt. Damit ist der letzte Teil des Satzes V bewiesen. 


Aus dem eben bewiesenen Teil folgt insbesondere, daß die genaue Anzahl der wirk- 
e(e+3) 


lich existierenden biquadratischen Typen U (zu einem T) gleich 2 ? ist. Ich be- 
trachte jetzt eine beliebige feste Untergruppe G’ von G,, wie im Satze vorgegeben, und 


eine beliebige unabhängige Basis A,, A,,...,A, von ihr. Da das System 


’ vn b ’ 
A= (An: ap 


N 7 

eie u Elementen besteht, ist auch die Anzahl der wirklich existierenden A 
e(e+3) 

höchstens 2 ? ; wir müssen nämlich damit rechnen, daß die Elemente von A nicht 

unabhängig sind. Nun bestimmt jedes U als Teilsystem von ihm ein A, und zu zwei ver- 


schiedenen U gehören nach 1. von Hilfssatz F verschiedene A. Die Anzahl der letzteren 
e(e+3) 
muß also auch 2 ? sein und zwischen den A und U besteht eine ein-eindeutige Zu- 
ordnung. Damit ist der Satz V völlig bewiesen. 
13. Aus der Arbeit R (S. 147—148) zitiere ich zwei Sätze, die ich nachher auch 
als Satz und Satz+ bezeichnen werde. Unter Umständen bestimmen diese Sätze aus 
dem biquadratischen Typus U von D das Vorzeichen der Norm der Grundeinheit des 


aus 


Körpers R(/YD). Ich bezeichne diese Grundeinheit mit e (es kommt hier nicht darauf 


an, welche von den vier Grundeinheiten gewählt wird), und auch ım Körper R(VD) 
soll n die Norm bezeichnen. Diese Sätze lauten dann folgendermaßen (im ersten Satze 
ist die letzte Bemerkung eine unmittelbare Folgerung aus 3. von Hilfssatz F und 
(28), die bisher außer acht gelassen war): 

Satz VI (oder Satz”). /st für alle D-Zerfällungen A(+1,D; D,1) von der zweiten 
Art 

(92) a=a=—1, 
so ıstn(e) = —1. Insbesondere ist also im Falle e, = 0 (wo es kein A gibt) immer n(e) = —]1. 
Im Falle e, Z3 ıst dieser Satz nicht anwendbar, da dann (92) nicht für jedes A bestehen 
kann. 

Satz VII (oder Satz+t). Gibt es eine D-Zerfällung A der zweiten Art, für die 

(93) aa N = —1 
ist, so ıst n(e) = + 1°). 

Ich werde jetzt prüfen, wie oft diese Sätze anwendbar sind. Ich wähle einen festen 
quadratischen Typus 7, womit also auch ein t gegeben ist. Dann bezeichne ich mit 
D(X, T,—) die Anzahl der D< x vom quadratischen Typus 7, für die der Satz” sich 
anwenden läßt. Entsprechend sei auch D(x, T, +) definiert. Ich setze 








ie . D(xz, T, —) 
94 vr ’ $) 
m. r Mia D(x, T) 
und 
. . D(xz,T, +) 
9 + ——— : : Ze 
(95) T um Dia, 1) ' 


Entsprechend soll D(x,1,—) und D(x,t, +) die Anzahl von D< x mit festem t 
bedeuten, für die der Satz” bzw. Satz* anwendbar ist. Ich setze dann 





!0) In beiden Sätzen ist &/,,a’’ gemäß (68) zu verstehen. Es ist ferner zu berücksichtigen, daß ich in 
der Arbeit R die D-Zerfällungen D’, D’ und D’, D’ als nicht verschieden angesehen habe. 





N 


Lt 
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._ Dix, t, —) 
96 - ion 
ern ur D(x,t) 
und 
(97) ee el 


zo» Die,t) 
Diese Grenzwerte 7°, T*,i,t” bedeuten also die Wahrscheinlichkeit der Fälle, 


in denen der Satz” bzw. der Satz* anwendbar ist, unter allen Körpern AR(/ D), deren 
Diskriminante D vom quadratischen Typus 7 ist bzw. genau it verschiedene Primzahl- 
faktoren hat. 

Endlich bezeichne ich mit T’ und t’ die entsprechende Wahrscheinlichkeit der 
Fälle, in denen keiner dieser Sätze anwendbar ist (d.h. das Vorzeichen von n(e) frag- 
lich bleibt), die also durch 

(98) T!'=-1—- 7 —T* 
und 

(99) "=1—i —ı! 
definiert werden können. 

Natürlich ist unser Hauptziel, { ,t” und damit t' zu bestimmen. Dies geschieht 
am einfachsten so, daß wir zunächst 7 und 7* bestimmen. Es wird übrigens nicht 
ohne Interesse sein, die Wahrscheinlichkeit für die Anwendbarkeit von Satz und Satz" 
auch in den Fällen zu kennen, die durch je ein 7 (aus allen D mit festem t) ausgesondert 
sind. Auch die Wahrscheinlichkeiten 7’,i’ beanspruchen für sich ein volles Interesse, 
da sie einen Überschlag darüber geben, wie oft diese Sätze die Norm von e unaufgeklärt 
lassen; diese Zahlen drücken sozusagen aus, in welchem Grade diese Sätze unvollkommen 
sind. (Dazu ist zu bemerken, daß allem Anscheine nach diese Sätze kaum durch ähnlich 
einfache Sätze ergänzt werden können !!).) 

Es gilt nun der folgende 

Satz VIII. /st für den quadratischen Typus T die Anzahl e, der durch 4 teılbaren 
Invarianten in der absoluten Klassengruppe der zugehörigen quadratischen Körper gleich e, 
7% n undO und T' =1— 
für jedes e. Diese Wahrscheinlichkeiten hängen also von T nur insoweit ab, wie e, = e von 
T abhängt. (Die Aussagen 7 =4, T* =0 füre=(0 und T” = füre>3 sind in 
einer stärkeren Formulierung im Satz” enthalten.) 


so ıst den Fällen e = 0,1,2 undeZ=3 entsprechend T —=1 


Ich stelle diese Zahlen 7°,t* und auch T’ tabellarisch zusammen: 





e4 = 0 1 2 3 4 ...»* 4 u. „Be l 

I m 1 a = 0 0 0 0 
. 4 7 
1 3 7 15 1 1 

” mussen ——— _ Tr u——— m m « 
T ne 0 ) 4 8 16 u u 1 98 BB 1 ge 1 

ro 1 7 1 1 1 E.3 
7 aaa 0 L 32 - 16 ... * Je BR y— . 


(Diese Tabelle ist so zu verstehen, daß man zu jedem 7 diejenige Kolonne aufsucht, 
die dem durch 7 bestimmten Werte von e, entspricht.) 





11) Vgl. A. Scholz, Über die Lösbarkeit der Gleichung ?— Du? = — 4, Math. Zeitschr. 39 (1934), 93—111. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 7 
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Beweis. Der Fall e, = 0 ist bekannt, wir setzen also e, =e 21 voraus. Wir be- 


stimmen zunächst 7’. Dazu betrachten wir einen beliebigen festen quadratischen 
Typus 7T und wählen ein festes System A,A,,...,A,, wie im Satz V. Ob der 
Satz* anwendbar ist, hängt nur vom biquadratischen Typus U ab. Nach Satz V 
sind alle zu 7 gehörigen U und alle Systeme A einander eineindeutig zugeordnet. Wegen 
(84) erhalten wir also 7*, wenn wir die Anzahl aller A_ bestimmen, für die der Satz” 
e(e+3) 
anwendbar ist, und diese Anzahl durch 2 ® dividieren. 
e(e+3) 

Diese Anzahl ergibt sich, wenn wir von der Gesamtzahl 2 2 der A die Anzahl 
derjenigen A abziehen, für die der Satz* nicht anwendbar ist, d.h. die Gleichung (93) 
mit keiner D-Zerfällung A der zweiten Art besteht. Die letzteren A sind also diejenigen, 
für die die Gleichung (70) mit allen solchen A gilt. Dazu ist nach 2. von Hilfssatz F not- 


wendig und hinreichend, daß für die insgesamt «+2 Elemente von 
A= ar ar A, 1.) 
die e Gleichungen A, &A, —1(k=1,2,...,e) bestehen. Da sonst die Elemente von 
) h 1 
A nach Belieben gleich +1 sein können, und jetzt über ak == wo 
e(e+3) e(e+1) 
Elemente frei zu verfügen ist, ist die gesuchte Anzahl glech 2 ? —2 ? 


e(e+3) 
Dividieren wir dies durch 2 2 ‚so erhalten wir den behaupteten Wert für 7”. 

Für 7” brauchen wir nur die Fälle e, =e =1,2 zu prüfen. Dementsprechend ist 
die Anzahl der U gleich 2? = 4 bzw. 2* = 32. Auch jetzt können wir ähnlich verfahren 
wie früher. Es ist also die Anzahl der A zu bestimmen, für die die Gleichungen (92) 
bestehen, und diese Zahl dann durch 4 bzw. 32 zu dividieren. 

Im Falle e, = 2 gibt es außer 1, D und D, 1, die für (92) nicht in Betracht kommen, 
nur die D-Zerfällungen A,, A,, A, von der zweiten Art, und die daraus durch Ver- 
tauschung der Glieder entstehenden D-Zerfällungen. Die Vertauschung der Glieder 
von A bewirkt offenbar nur eine Vertauschung von a4 und a4 in (68), somit fordert (92) 
nur, daß aa, Ku, Ad KA Ka &a, sämtlich gleich —A1 sind. Mit den ersten fünf 
Zahlen ist nach (72) auch die sechste gleich — 1, und diese fünf Zahlen, die nach Satz V 
frei als + 1 wählbar sind, bilden genau das System A. Offenbar gibt es also ein 
1 
Der Fall e, =1 läßt sich ähnlich behandeln. Jetzt kommt für (92) nur die 


D-Zerfällung A, in Betracht, es wird also &4, = a4, = —1 gefordert. Dies bestimmt 
1 


auch jetzt ein einziges System A = (a4,, a4,), somit haben wir in diesem Falle 7 =, . 
Damit ist Satz VIII bewiesen. 

Nunmehr ist es leicht, auch die Wahrscheinlichkeiten {, t*, 1? zu ermitteln. Von 
diesen läßt sich t* so bestimmen: Wir betrachten alle D mit genau t verschiedenen Prim- 
faktoren. Darunter kommt nach Satz I jeder quadratische Typus 7 mit gleicher Wahr- 


scheinlichkeit vor. Für ein bestimmtes 7 ist die Wahrscheinlichkeit 7* für die Anwend- 
barkeit von Satz* nur von e, abhängig, während e, eine Funktion von 7 allein ist. Und 
zwar haben die Fälle mit einem festen e, = e eine Wahrscheinlichkeit i.. Somit ist die 


einziges A, für das (92) gilt. - In diesem Falle e, =2 ist also in der Tat 7 = 


t—1 
Wahrscheinlichkeit i* für die Anwendbarkeit von Satz* bei diesem t gleich = 1. T’, wo 
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die Summe so zu verstehen ist, daß in jedem Gliede 1,7” ein solches 7 zu nehmen ist, 
für welches e, = eist. Ähnlich lassen sich {- und 1? ausdrücken, und so folgt aus Satz VIII 
der folgende 

Satz IX. Unter allen reell-quadratischen Körpern mit einer aus genau t verschiedenen 
positiven Primzahlen (= 3 (mod 4)) bestehenden Diskriminante, haben die Fälle, in denen 
man mit Hilfe der Sätze VI und VII (d.h. Satz” bzw. Satz+) auf negative bzw. positive 
Grundeinheitsnorm schließen kann, und die Fälle unter denselben Körpern, in denen sich 
das Vorzeichen der Norm der Grundeinheit mit Hilfe dieser Sätze nicht entscheiden läßt, je 
eine Wahrscheinlichkeit i7, i*,1?, die durch die folgenden Formeln gegeben sind: 


u 1 1 
(100) mu + z E= a9 la, 
t—1 1 t—1 1 
(101) *= 3 ( )' 1 It 
4 7 si 
(102) "=ghtzgat Zt 
wobei t, durch (51), (la) gegeben ıst. In den Fällen t=1,2 ıst statt (100) und (102) 
=-h,=-1,27=-2%+ : 2, = = ’=-0,2! = - 2, = - zu nehmen. 


Die zweite Form von t* in (101) folgt daraus, daß immer , +1, + +++ fi = List. 
Eine wichtige Ergänzung dieses Satzes ist der folgende 
Satz X. Es ist 1=)1I > 2 >... >(Ü >... miü 
_,... 421% 
(103) Son = u" BY. 
wobei & die Zahl ın (53) bedeutet. 


Es ist (=)1* <2* <...<t” <... mü 


(104) lim it — > — 0.333... 
iI> a2 q 
Es ist (=)1’<3’<5’<--. und E -) 2’ <u <6 <..- mü 
i 56411 
(105) lım 5’ zu 96 au. = 0.138 u. 


iI>» 
Um einen klaren Überblick über die Größe von t7,1*,t? zu haben, stelle ich hier 
auf Grund des Satzes IX (mit Hilfe der Tabelle von S. 34) einige Anfangswerte zu- 


sammen: 


= 1 1’ = 0 1’ 0 
= 2 06% "= 4-08 "= 4-01 
en = — 0,597 at — = — 0.281 3’ en — 0,121 
= —_ 0.550. Aa = — 0.313 = = — 0.135 
= a — 0.544 Br as — 0.321 ’— — 0.134 


421 o\rr 1 
ee) 
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4 u 
wobei = 151 bzw. = ist, je nachdem 2 |t oder 2 + 1 ist, und der Strich neben dem 


Produktzeichen bedeutet, daß die geraden Werte von k auszulassen sind. Für 2]: ist 
also 











E._ 96 
+1 m 7 
a 6 Mae 
21 2% 
Ähnlich ist für 2 +1 
ot A 
— t 
+1 121 2 [, 1 j 
e 90 41 . 
121 % 


Auch (103) folgt leicht aus (100), wenn man noch bedenkt, daß t,,t,,t, nach (52) für 


t> © gegen die Werte a,a, = streben. 
Die Behauptung t" <(t + 1)” ist für =1,2,3 nach der obigen Tabelle richtig. 
Um sie allgemein zu beweisen, darf ich also im folgenden t > 4 voraussetzen. Jedenfalls 


genügt es auf Grund von (101) zu zeigen, daß 


1 1 1 1 
(106) ( -5) + ( - Fu) E <(! -5) (+1), +! - (+1),,, 
2le;2se<t;t>4) 
(wobei im Falle e=t—1 wieder 4 =(0 zu setzen ist) und 
1 3 7 1 3 
(107) zhtrzbetgb<zter ti trztrit 
211,124), 


wenn wir noch berücksichtigen, daß nach Satz IV für ungerades £ immer t, < (t+1),, 
d.h. . - Li 
(106) mit e=2,4,...,t—1 addiert, dann hat man nach (101) die Ungleichung 
{" <(t-+ 1)* für ein ungerades t (>25). Ähnliches folgt im Falle eines geraden t (> 4) 


aus (107) und den Ungleichungen (106) mit e=4,6,...,1—2. 





(+ 1); 


ao| <ı 


(£ + 1), ist. Wenn man nämlich zu dieser Ungleichung die Ungleichungen 


r 1 
Zum Beweis von (106) setzen wir . =1 — Pr (dies a, soll mit 7, nichts zu tun 


haben). Dann gilt offenbar 1 — n < —- < 1, woraus wegen 1 — rn <1 — =, (e > 2) 
e+l1 
(66) folgt. Folglich ist auch (67) befriedigt, was jetzt genau (106) ist. 
Zum Beweis von (107) wenden wir zunächst auf t, und (t£ + 1), die Formeln (58) 
und (59) an, wobei 2 |t zu berücksichtigen ist. Dann geht (107) nach Multiplikation 


mit 8 ın die folgende Ungleichung über: 
4, + ( + 2) ts <Alt +1), + 6(t + 1).. 


Wir wenden jetzt auf t,, (£ + 1),, (t + 1). die Formeln (58), (56), (59) an, wodurch diese 
Ungleichung nach Division mit i, in 
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| I\ A N I\. | 


übergeht. Diese Ungleichung läßt sich leicht bestätigen, womit t” < (t + 1)" allgemein 
bewiesen ist. 
Wir wollen jetzt (104) beweisen. Es ist nach (101) und (52) offenbar 


limit =1—aS, 








>» 

wobei 

u 1 

= - . 
& er be — I): hf 

und in dieser Reihe als Anfangsglied (für e=0) 1 zu verstehen ist. Dann ist 

1 — 1 

S=-1+-+ — 
2 Samen. e@n 
- 1 





u —1)-- AT 1) 
Die erste Summe geht, mit & multipliziert, nach (52) in 
lim (, +13, +. ++ +4) =lim 1 —t —t) =1— 2x 


{> % in 





über. Die zweite Summe ist, mit 2 multipliziert, offenbar $S—1. Es ıst also 


$S=1+ 5 - —2— e S + woraus XS —= $ folgt. Der obige Grenzwert ist 
1 . 
also 1 — aS = ER und damit ist (104) bewiesen. 


Die Behauptung 1’ <3° <5’<... ist wegen (102) eine unmittelbare Folgerung 
aus 3. und 4. von Satz IV. Auch 2° <4' ist nach der obigen Tabelle richtig. Für den 
Rest der Behauptung 4° <6' <8’ <... genügt es wieder wegen (102) und 4. von 


/ 


h um 1 7 | h 
Satz IV zu beweisen, daß die Summe zZ + 35 t, für 2|2(t> 4) zunimmt, wenn ! 


durch ?t + 2 ersetzt wird. Nun hat dieser Ausdruck in diesem Falle nach (58) den Wert 


I,,2 12h _44\,- la 2, 
zu1r3'73 iu] Key 7:1 Kamera 


Dies geht nach Einsetzen von it + 2 an Stelle von it wegen (57) über in: 


1 7 1 
4-2) A)a 


Dies ist füri > 4 in der Tat größer als der vorige Ausdruck, woraus die Behauptung folgt. 

Da endlich (105) eine Folgerung aus (99), (103), (104) ist, ist der Satz X vollständig 
bewiesen. 

14. Im Anschluß an Nagell '?) bezeichne ich mit B(x,t) und C(x,t) die Anzahl 
derjenigen Zahlen D< x, die aus genau i verschiedenen Primzahlfaktoren zusammen- 
gesetzt sind und für die die Norm der Grundeinheit negativ bzw. positiv ist. Die analogen 
Anzahlen sollen B(x) und C(x) bedeuten, wenn die Anzahl der Primfaktoren von D 
beliebig ist. 

Offenbar ist mit ähnlichen Bezeichnungen wie in (96), (97) 

(108) B(x,t) 2 D(x,t,—), C(z,t) 2 D(x,t, +) 
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und 
(109) B(xz,t) + C(x,t) = D(e«, t). 
Daraus folgt offenbar 
D(z,t,+) ı _Pah—) 
D(x, t) < C (x, t) ” D(z,t) 
_ Diz,t, +)” Bi(z,t)” Dia,t,—) 
D(x, t) Dix, t) 


wenn x so groß ist, daß die Nenner nicht verschwinden. Nach (96), (97) und den Sätzen IX 
und X erhalten wir daraus den folgenden 
Satz XI. Es ıst 











It me Bü Ba) 
wobei t',i durch Satz IX gegeben sind. 
E* 1—l 


, 0’ = ——— wachsen monoton mit t 
1 —1' i 





Die hier gegebenen Schranken t! = 


und streben den Werten En bzw. nu 15 _ ” zu, wobei & die Zahl in (53) bedeutet. Es ist also 


e C (x, 0) | ( C(x, Jen) ( en 
ni < # ... _ . 
0 > en za) SO 


(Einige Anfangswerte dieser Schranken ?’, t’’ sind: 1’=0,1’’=0;2’ =0.333...,2' = 0.6; 
3’ = 0.39 ..,.3" =0673...,;4 = 0458...,4" = 0.817...) 

Es kommt also bei festem t öfter n(e) =—A als n(e) = +1 vor, doch nie doppelt 
so oft, abgesehen vom Fallet —=1. 

Dieser Satz läßt sich als Aussage über (untere und obere) relative Wahrscheinlich- 
keiten deuten, wie in der Einleitung bemerkt war. 

Wie schon erwähnt, kann ich über B(x) und C(x) keine ähnlichen Aussagen ge- 
winnen. Nur den folgenden Satz kann ich aussprechen, der wegen B(x) > B(x, t), 
C(z2) Z C(x,t) aus (108), (96), (97), dem Satz IX und aus (23) unmittelbar folgt: 

Satz XII. Für jedes positive t gult bei genügend großem x mit von t abhängigen post- 
tiven Konstanten c}, Cs 











x (log log x)' 


x (log log x) 
log x 


) C(x) > 6 Joerr. 





B(x)> c, 


Insbesondere ist diese sich auf C(x) beziehende Abschätzung wesentlich besser 
als die bisher bekannten (vgl. Nagell, a.a.O. *), S. 4). 


IV. Teil. 


15. Die Betrachtungen über e, im II. Teil waren darauf gegründet, daß e, durch 
den quadratischen Typus 7 von D bestimmt ist. Nach der Arbeit R gibt es einen Zusam- 
menhang zwischen e; und dem biquadratischen Typus U von D. Dieser Zusammenhang 
ist aber zu locker, um daraus ähnliche Schlüsse auf e; ziehen zu können. Während 
z. B. jede denkbare Kombination e,e,(0 Se, < e,), wie wir gesehen haben, unendlich 
oft vorkommt, kann ich nicht beweisen, daß jede Kombination e,, e, gg Sg S&4S ®&) 
möglich ist. Dagegen kann ich das unendlich oftmalige Auftreten eines Jeden Tripels 
%ZA,e,=1,e =0,1 bestätigen. Wir hatten auch M;(e,) genau angeben können. 
Demgegenüber sind wir jetzt nur in der Lage, für den ähnlichen Mittelwert M;(es), 


richtiger gesagt für den entsprechenden oberen und unteren Mittelwert Ms(es) und 
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M;(es), eine obere und untere Schranke bestimmen zu können. So stellt man leicht fest, 
1 5 


1 3 
daß M;,(es) = Mz(e;) = 8 Ms(e;) <S = ist (dies ist mit M,(e,) = 5 Ms(e,) = g zu 


64 
vergleichen). Es scheint, daß im allgemeinen M;(eg) nicht wesentlich ? Mı(e,) über- 


schreitet. Da aber eine möglichst gute Abschätzung komplizierte Rechnungen erfordert, 
willich mich damit hier nicht beschäftigen. Wohl aber kann man M,;(e;) ziemlich gut und 
leicht nach unten abschätzen. Nach dieser Abschätzung ist — vorläufig nur grob gesagt — 


Mile) > g Me) 122). 


Es gilt der folgende 

Satz XIII. Unter allen reell-quadratischen Körpern, deren Diskriminanten aus 
genau t (tz 2) verschiedenen positiven Primzahlen == 3 (mod 4) zusammengesetzt sind, 
haben die Fälle mit genau einer durch 8 teilbaren Invariante ın der absoluten Klassengruppe 


des Körpers eine untere Wahrscheinlichkeit Z z t,, wobei t, durch (51) gegeben ıst. Zu- 


gleich ist also auch der untere Mittelwert M,;(e,) der Anzahl dieser Invarianten Z z hı- 
+ 


Unter den genannten Körpern haben nämlich die Fälle e, =1 nach Satz II eine 
Wahrscheinlichkeit t,. Diese Fälle umfassen die Diskriminanten, die zu gewissen quadrati- 
schen Typen 7 gehören. Zu jedem solchen 7 gibt es genau vier biquadratische Typen 
U = (a4, 04), wobei A(#1,D;D,1) eine D-Zerfällung zweiter Art ist, die nach Satz V 
gleich wahrscheinlich sind. Da nach der Arbeit R, Satz II für «a, =a4 =1, d.h. für 
U= (1,1), e =1 ist, folgt leicht die Richtigkeit des Satzes. 

Ich will noch folgenden Satz erwähnen: 

Satz XIV. Unter entsprechenden Voraussetzungen wie im vorigen Satze, ıst die obere 
Wahrscheinlichkeitdafür, daß alle geraden Invarianten der absoluten Klassengruppe sogar durch 


8 teilbar sind, d.h. daß eg =t—A ist, S Sai- 
Wenn nämlich es =t— 1, dann ist zunächst e, =t—1. Für das letztere ist die 
Wahrscheinlichkeit nach Satz II 4_ı = m Wegen Satz I kommt jetzt offenbar nur 
) 2 
ein einziger quadratischer Typus 7 in Frage (der also durchweg aus 1 besteht). Zu diesem 7 
(—1)(t+2) 


gibt es nach Satz V wegene, =t— 1genau2 biquadratische Typen U, die alle 
gleich wahrscheinlich sind. Aus der Arbeit R, Satz IV folgt, daß ım Falle e; = t — 1 not- 
wendig U durchweg aus 1 besteht. Dieses einzige U hat nach dem Vorigen die Wahr- 


scheinlich- keit ai womit der Satz bewiesen ist. 





Eingegangen 12. April 1935. 


Berichtigungen zu zwei früheren Arbeiten. 


1. Ds. Journ. 171, S. 137, Z. 10 soll g#2 sein. 


2. Ds. Journ. 173, S. 195, Z. 13 soll p#2 sein. 
L. Redei. 








Über allgemeine Quadraturformeln. 


Von R.v. Mises in Istanbul. 





Kürzlich hat an dieser Stelle Herr R. Schmidt !) für den Satz, den Herr G. Kowa- 
lewski ?) in seinem schönen Buch über Interpolation als ‚‚Newtonsche Quadraturformel“ 
bezeichnet, eine neue Ableitung gegeben und eine Ausdehnung auf Stieltjessche Integrale 
hinzugefügt. Ich nehme dies zum Anlaß, um im folgenden darauf hinzuweisen, wie man 
auf ganz elementarem Wege eine weit umfassendere Gleichung gewinnen kann, die 
außer der Newtonschen Formel z. B. den Gaußschen Quadraturansatz, andrerseits 
auch die Eulersche Summenformel usf. als Spezialfälle enthält. Der Beweis erfordert 
nichts als die Kenntnis der Regel der partiellen Integration; von Approximation durch 
eine konvergente Folge von Integralen, wie sie in der Arbeit von Herrn R. Schmidt 
auftritt, oder dergleichen ist keine Rede. 

Die Ausdehnung auf Stieltjessche Integrale bereitet nicht nur keinerlei Schwierig- 
keiten, sondern sie gestattet sogar, die Ableitung noch einfacher und übersichtlicher 
zu gestalten. Gleichwohl habe ich in $ 1 den Fall gewöhnlicher Riemannscher Integrale 
vorangestellt ?), um den elementaren Charakter des Problems auch nach dieser Richtung 
hin hervortreten zu lassen. Wer sich nur für das allgemeinste Problem interessiert, 
kann unmittelbar bei Satz 4 beginnen, der alles Frühere einschließt und für den eine von 
dem Vorangehenden unabhängige Ableitung gegeben ist. 

Den tieferen Grund dafür, daß eine so weitgehende Zusammenfassung aller Quadra- 
tur- und Summenformeln gegeben werden konnte, wird man vielleicht darin finden, daß 
das Quadraturproblem hier völlig von dem der Interpolation losgelöst worden ist *), das 
sonst in der Regel den Zugang bildet. Auf einige spezielle Anwendungen und Er- 
weiterungen der Theorie, insbesondere auf die Abschätzungen des Restgliedes, wird im 
folgenden nicht eingegangen. 


$ 1. Verallgemeinerte Newtonsche Quadraturformel. 
b 


Wir untersuchen das bestimmte Integral [fdx in endlichen Grenzen und können 
a 


ohne Beschränkung der Allgemeinheit 0 und 1 als Endpunkte des Integrationsintervalls 
wählen. Dagegen wollen wir die in der R. Schmidtschen Arbeit enthaltene Beschränkung, 
daß die Endpunkte des Intervalls stets zu den ausgezeichneten Punkten gehören, fallen 
lassen. Folgendes werden wir beweisen: 


!) R. Schmidt, Dieses Journal 173 (1935), S. 52—59. 

®) G. Kowalewski, Interpolation und genäherte Quadratur, Leipzig 1932, S. 73. 

®) Das wesentliche Ergebnis von $1, abgesehen von dem (leicht zu erbringenden) Eindeutigkeitsbeweis, 
findet sich schon in der Arbeit von W. Wirtinger, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 18 (1933), S. 166. Hier 
stützt sich die Ableitung auf die Integralform des Restgliedes der Taylorschen Formel und das Resultat wird 
in Zusammenhang gebracht mit der Fourier-Entwicklung der Bernoullischen Polynome. Die Ableitung des 
Textes benutzt dagegen nur die elementaren Regeln der partiellen Integration. 

4) Diesem Gedankenkreis gehört auch meine Note „Zur mechanischen Quadratur‘ in Z. f. ang. Math. u. Mech. 
13 (1933), S. 53—56 an. 
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Satz 1. Es sei f(x) im Intervall 0,1 m-mal differenzierbar, f(x) die m-te Ab- 
leitung und°) 





(1) =, Sa, <a, << Sa ml. 
Wenn dann dien Konstanten A,, As, .. ., An den m Gleichungen 
- 1 
2 Wi a en Mm 
(2) uw, ar1' wu =0,1,2,..,m—1, 


v=1 
genügen und die m Funktionen M,(x), M,(x),.. ., Mm(x) im Intervall 0, 1 durch 


(3) Marl) = — [Mu(e) ae, u=1,23..,m—1 


0 
M,(x)=—ı+A,+4,+.++4, für ,<re<ap; v’=0,1,2...,n, 
definiert sind, so gilt für u =1,2,3,...,m identisch in f: 


1 1 
(4) SIta)dz = A,fla,) + Agfa) + +++ Anflan) + [ Muta) (2) de. 
0 0 


Die Definition (3) läßt die Werte von M, an den Stellen a,, @,,...,@„n unbestimmt, 
aber es existieren die beiden Grenzwerte bei Annäherung an a, von rechts und von links. 
In der üblichen Bezeichnungsweise hat man 

(5) M,(a,+0)— M,(,—0)=4A, 
für Jeden im Innern gelegenen Punkt a,, also immer für v=2,3,...,n —1 und für 
v=1 und n, falls a, > 0 bzw. a„ <1. In diesem Falle zeigt (3), daß M,(0) = 0 und 
Mi) =—1+4,+4,;,+ +4. =0 zufolge der ersten Gl. (2). Ist aber a, =, 
so strebt M, (x), wenn man sich dem Wert x = 0 von rechts nähert, gegen A,, und ebenso 
geht im Falle a„ = 1 der Wert von M,(x) bei Annäherung an x =1 von links gegen 
—1-+4A,+A,+ +++ Au-ı =— A„. Mithin kann man (5) für alle Fälle aufrecht- 
erhalten, wenn man bei a, = 0 für den noch nicht definierten Ausdruck M, (a, — 0) 
und ebenso bei a„ =1 für M,(a„ + 0) den Wert O einsetzt. 

Der Beweis des Satzes 1 erfolgt nunmehr in drei Schritten: Wir zeigen a) daß Gl. (4) 
beim 1 für u =1 gilt; hierauf leiten wir b) einen Hilfssatz ab, wonach M,„(1) = 0 
für «=2,3,..., m; endlich ce) folgern wir aus a) und b), daß (4) für jeden Index u <m 
zu Recht besteht. 

a) Durch Zerlegung des Intervalls in die Teile a, bis a,, a, bis a, usf. und jedes- 
malige partielle Integration findet sich: 

1 a,+1 


[M,(«) f(x) dx =2 f Mıte) f(x) dx 


v 


a,11 
=. |M (ar4 — 0) fla,+1) — My(a, + 0) fla,) — J M,(x) f(x) dx] 
Da im Innern jedes Intervalls M) = —-1 ist, so gibt der letzte Ausdruck rechts einfach 


1 
ft dx. Die vorangehenden Glieder sind nach (5) und dem, was oben über das Verhalten 
0 


von M,(x) bei x2=0 und x =1 gesagt wurde, gleich — 2A,/(a,), so daß wir haben: 
1 m 1 
(6) [M(a) / (a) da =— E Arf(a) + [Ite) de. 
0 . 0 


Dies ist nichts anderes als Gl. (4) für «u = 1; dabei war von den Gl. (2) nur die erste, für 
4 = 0, vorausgesetzt worden. 


5) Der Fall, daß ein Teil der a, außerhalb des Integrationsintervalls liegt, wird in $$ 3 u. 4 bei Be- 


trachtung der Stieltjes-Integrale miterledigt. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 8 
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b) Die durch (3) definierten Funktionen M,„(x) sind unmittelbar anzuschreiben: 
j „en 1 u 
(7) M,(@)= Pi) (— ?) 


r (u u 1)! LA, (a, — zyr7} + Ag(a; — yet + ...+ A,la, — xy] 


für a,<Sx<a,:ı (Gleichheitszeichen nur bei #22). 

Die rechte Seite ist für « Z 2 eine stetige Funktion von x. Man überzeugt sich dann 
durch Differenzieren, daß die erste, und durch Einsetzen von u =1, daß die zweite 
der Gl. (3) durch (7) befriedigt wird. Gl. (7) zeigt auch, daß M (x) für v« 23 durchweg 
(„ — 2)-mal differenzierbar ist. Schon aus der ersten Gl. (3) geht hervor, daß 

(8) M,(0) = M;(0) = --- = Mn(0) = 0. 

Die Bedingungsgleichungen (2) sind, wie man leicht sieht, äquivalent der Be- 
hauptung, daß für jedes Polynom von höchstens (m — 1)-tem Grade 





Fr 1 
(9) z P(a,) A, = [P(£) de, P(x)=cg + GC +01? +: *.+ ma". 
0 


Denn einerseits folgen aus (9) mit P(x) = x* die Gl. (2), andrerseits geben diese Glei- 
chungen, wenn man die erste mit c,, die zweite mit c,,.... ., die letzte mit c„—ı multipliziert 
und addiert, genau Gl. (9). 
Wählt man P(&) = (£— 1)*"", so gibt (9) 
1 
ee u 1 n in 
fe Tar + 2 Ada = N + Alan N. 
0 an 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich nur durch den Faktor (#„— 1)! von der rechten 
Seite von (7), wenn man darin x gegen 1 gehen läßt. Also ist (mit Rücksicht auf die 
Stetigkeit von M,„ für u 22) 

(11) M,(1) = M;(1)= --- = Mull) =. 

Dieses war zu zeigen. Nebenbei bemerkt, folgt aus (11), daß man die Gl. (3) auch 
durch 


(12) M,+1(2) = jM (£) d a—=1,2,3,..,m—1, 


M,(x) == (1 — x) — (A, + An-ı + ++. + A,+ı) für a,<ıe< dy+1 
ersetzen kann, woraus sich als zweiter Ausdruck für M„ ergibt: 


(13) Mu) = ll—ar 


FE. [Aa — 2° + Aıln 1 — a" ++. + Ayyıla 4 ı — 2)” 


(„—1)! 
für ,<xzSa,;ı (Gleichheitszeichen nur bei #22). 


Die Gleichheit von (7) und (13) geht auch unmittelbar hervor aus der Anwendung von (9) 


auf das Polynom P(£) = (£E — a 
c) Oben unter a) war gezeigt worden, daß (4) für «=1 zu Recht besteht. Um 
(4) für alle « S m sicherzustellen, muß man noch beweisen, daß für u =2,3,...,m 


1 1 
(14) [ Mita) P(a) dx = [ M,te) F*(a) de. 
0 0 


In der Tat liefert fortgesetzte partielle Intergation mit Rücksicht auf den eben abge- 
leiteten Hilfssatz (11) und auf (8): 
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1 1 1 1 
[Mfde=—N,;f + [M,f’da = /M,f'd= ww. 
(15) ° u, i 
1 1 1 
= (Mu1f” "de= — Mu un" + [Maf”dz= [ Muf"” de. 
0 v 0 0 


Damit ist Satz 1 bewiesen. 

G. Kowalewski und nach ihm R. Schmidt legen großen Nachdruck auf die soge- 
nannte Eindeutigkeit der Newtonschen Quadraturformel. In dem allgemeineren Fall 
unserer Formel (4) lautet die entsprechende Aussage wie folgt: 

Satz 2. Damit die Formel (4) für irgend ein u=m identisch in f erfüllt sei, ist 
notwendig, daß die A, den Gl. (2) für u=0,1,2,....m—1 genügen und daß M„(x) 
in jedem Stetigkeitspunkt mit der durch (3) bzw. durch (7), (12) oder (13) definierten Funk- 
tion übereinstimmt. 

Der erste Teil der Behauptung ist damit bewiesen, daß f(x) = x*, mit ganzzahligem 
x <m,in (4) mit u = m eingesetzt unmittelbar die Gl. (2) für x = x ergibt. Nehmen 
wir nun an, es gäbe nach Verfügung über die A, eine Funktion M„(x), die verschieden 
ist von der bereits bekannten M„(x) und in (4) eingesetzt werden darf, so müßte identisch 


in /”(z) 
1 
(16) STMnte) — Mutz)] ” (x) dr = 0 


sein. Ist aber M„(x) in der Umgebung von x = z, stetig und Mn(x,) # Mu(x,), so gibt 
es ein Intervall &, f, das x, einschließt, aber keinen der Punkte a, (Unstetigkeitsstellen 
von M,), und in dem M„(x) — M„(x) sein Zeichen nicht ändert. Wählt man dann f(x) 
so, daß es außerhalb «&, # verschwindet und im Innern des Intervalls positiv ist, so ist 
der Widerspruch mit (16) hergestellt. 

Man kann Satz 1 und 2 auch in die Aussage zusammenfassen: Damit eine Gleichung 
von der Form (4) identisch in f(x) gilt, ist notwendig und hinreichend, daß sie für 

sei 0 ye 

erfüllt ist; die Funktion M„(x) ist nach Wahl der Koeffizienten A, im wesentlichen ein- 
deutig bestimmt. 


$?2. Spezielle Fälle. 


a) Newtonsche Quadratur: Fallm = n. Wir gelangen zu der Newtonschen Quadra- 
turformel, die ursprünglich aus dem Gedankenkreis der Interpolation hervorgegangen 
ist, indem wir in unserm allgemeinen Ansatz (4) m = n setzen. Aus (2) wird ein System 
von rn linearen Gleichungen mit n Unbekannten, dessen Determinante eine Vander- 
mondesche ist, also wegen (1) nicht verschwindet. In der Formel (4) füru=m=n 


1 1 
(17) Sfe)dz = A,f(a,) + Agflaz) + ++ Anflan) + [ Mu(«) f” (x) dz 
0 0 


sind somit die Werte der A, durch (2) und infolgedessen die Funktion M„(x) durch (3) 
bzw. (7), (13) eindeutig bestimmt. Andrerseits besagt Satz 2, daß eine Erfüllung von 
(21) durch andere A, und M, als die durch (2) und (3) definierten nicht möglich ist. 
Damit ist die „„Eindeutigkeit‘‘ der Newtonschen Quadraturformel (21) bewiesen. 

Die Identität unserer Konstanten A, mit den in der Interpolationstheorie ge- 
bräuchlichen geht unmittelbar daraus hervor, daß man aus (9) jedes einzelne A, be- 
rechnen kann, indem man für P(£) das betreffende Lagrangesche Polynom einsetzt. 

b) Symmetrische Intervallteilung: Fall m=n-+ 1. Setzt man in (9) für P(£) der 


Reihe nach die steigenden Potenzen von (£ — $), so erhält man als Ersatz für das Glei- 
+ 
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chungssystem (2): 
(18) = A,(a, —4’=0 für ungerade u 
27 ’ 
Er für gerade u. 

Hieraus ersieht man: Wenn die a, symmetrisch zur Intervallmitte liegen, nämlich so, daß 
a =1— a, a, =1— a,-,..., so werden die ersten z Gleichungen des Systems (18) 
oder, was dasselbe ist, des Systems (2) durch ein symmetrisches Wertsystem A, = A„, 
A, = Ay, . . . befriedigt. Eine solche, Lösung erfüllt aber jede der (unendlich vielen) 
Gleichungen (18) für ungerades u. Ist daher n eine ungerade Zahl, so sind die Werte A,, 
die den Gl. (2) für vu =0,1,2,...,n —1 genügen, auch eine Lösung der Gl. (2) für 
a —=0,1,2,...,n, und man kann nach Satz 1 die Formel (4) für u=n + 1 ansetzen. 
Damit sind wir zu dem von der Simpsonschen Regel her (rn = 3) bekannten Resultat 


gelangt: Bei ungeradem n und symmetrischer Anordnung der Teilpunkte a, gult 
1 | 1 
(19) [Ita)dz = Ayfla) + Agfla) + ++ Anflan) + f Marta)" a)dr. 
0 0 


Übrigens ist die Symmetrie der a, keine notwendige Bedingung für das Bestehen von (19), 
worauf wir noch unter f) zurückkommen werden. 

c) Gaußsche Quadratur: Fall m = 2n. Wenn man die Abszissen der Teilpunkte a, 
nicht als von vornherein gegeben ansieht, sondern sie teilweise oder sämtlich als Unbe- 
kannte in die Gl. (2) eintreten läßt, so kann man mehr als n von den Gl. (2) befriedigen. 
Am bekanntesten ist der von Gauß behandelte Fall, in dem alle a, aus (2) bestimmt 
werden. Gauß hat gezeigt, daß diese Gleichungen mit #«=0,1,2,...,2n —1 eine 
eindeutige Lösung A,a,(vr=1,2,...,n) besitzen, die den Bedingungen (1) genügt. 
Daher führt Satz 1 zu der Gleichung 


(20) [fta)dz = Ayla) + Azfla) + +++ Anflan) + J Manta) (a)dz 


für diese besondere Wahl der a,. 

Ist z, die Anzahl der Zeichenwechsel von M,„(x) ım Intervall 0, 1, so folgt aus 
der ersten Gl. (3), daß 

(21) ziazz,H+1. 
Sehen wir von dem Fall a, = 0 oder a„=1ab, so hat M,(x) der Definition nach höchstens 
2rn — 1 Zeichenwechsel und M„n-—ı (x) mindestens einen, weil M„ (x) noch an beiden Enden 


verschwindet. Also gelten die Ungleichheiten 

(22) m— us, S2n—u. 
Daraus folgt für ua =m =2n, daß Ma(x) sein Zeichen im Intervall nicht ändert, was 
für die Fehlerabschätzung von (20) wichtig ist. Für beliebiges m gilt wegen (11) 


. [1 . 
kr / ‘\dTr — /y N = see — ym—1 re M 
(23) Mmta) I la dx J: M,(x) dx | Pre de 
Dies ist bei m = 2n für das Fehlerglied in (20) maßgebend. 

d) Everetts Quadraturformeln. Die in der Praxis viel verwendeten Formeln von 
Everett stellen ein Mittelding zwischen Quadratur- und Summenformel dar. Man geht 
aus von einer gleichförmigen Teilung des Intervalls in eine große Anzahl n von Teilen 


(wenn wir vorübergehend n + 1 an Stelle des bisherigen n setzen), wobei der Mehrzahl der 


Funktionswerte der gleiche Koeffizient A, = — Zugewiesen wird. Nur für die äußersten 


Ordinaten an den beiden Rändern (etwa die k+1 ersten und die k + 1 letzten, 
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2k <n —1) variiert man die Werte von A, derart, daß eine kleine Anzahl der Gleichungen 
(2) befriedigt werden (wenn auch die übliche Begründung für die Bestimmung der 


Koeffizienten eine andere ist). Schreibt man f, für (4), so hat man den Ansatz 


1 4 n N k 1 ” 
(24) Ira) dz = Eh, + nV +7... + [ Mm) f(x) de. 


v=0 

Für die Formel vierter Ordnung, d.h. m = 4, wird angegeben ®) 

k=3; BERFRENER. .. ME. ARE. a 

u 2° 72.24’ ’ 24’ 24 
Das zugehörige M, ist nach $ 1 leicht zu bestimmen. Aber man kann, von der neuen Be- 
gründung ausgehend, auch eine einfachere Lösung für m = 4, nämlich mit k = 2, finden: 
15 4 EH 1 

u u Ei u 
Allgemein ist k = m — 2 möglich (m gerade), während die bekannten Ansätzek= m— 1 
aufweisen. Die Gleichungen, denen die &, vermöge (2) genügen müssen, sind 


Xo — 


1 1 | 1 
3" = — — Pi Ku = —L ‚x = Ze, = — u 
(25) 2a, 5 HN, 9 B,, Zea=0Q, Bad % B, 
wobei B,, By... die Bernoullischen Zahlen bedeuten. 


e) Methode von Tchebycheff. Hier wird, wie bekannt, die Frage so gestellt: Wie 
muß man die ausgezeichneten Punkte a, wählen, wenn alle Koeffizienten A, einander 
gleich sein sollen ? Die Bedingungsgleichungen, die Tchebycheff verwendet, sind iden- 
tisch mit unseren Gl. (2). Daher liefert unsere Gl. (3) mühelos einen Ausdruck für den Rest. 

Folgende Erweiterung des Verfahrens läßt sich jetzt leicht durchführen. Man 
nimmt eine Reihe von Abszissen willkürlich an, indem man sich nach der gegebenen 
Funktion richtet, immer mit den gleichen A,, und bestimmt nur den übrigen Teil aus 
den Gl. (2). Immer wenn man m Gleichungen berücksichtigt hat, ist das Fehlerglied 
von m-ter Ordnung angebbar. Die gesuchten Abszissen ergeben sich, genau wie in dem 
ursprünglich betrachteten Fall, als die Wurzeln einer Gleichung m-ten Grades, deren 
Koeffizienten mit Hilfe der Gl. (2) sich leicht bilden lassen. 

f) Erweiterung des Gaußschen Verfahrens. Auch bei Verwendung des Gaußschen 
Quadraturgedankens erscheint es oft vorteilhaft, einen Teil der Abszissen, der besonderen 
Problemlage entsprechend, willkürlich anzunehmen und nur die übrigen, etwa in der 
Anzahl z, durch die Gl. (2) zu bestimmen. Das Fehlerglied von der Ordnung n + z wird 
unmittelbar durch (3) geliefert. 

Zur Berechnung der z unbekannten Abszissen kann man in folgender Weise aus 
m = n-+ z Gleichungen (2) die n Koeffizienten A, eliminieren. Man setzt 

(26) (2) = (2 — a) (2 — az) ++ (C— an) 
und beachtet, daß der Ansatz (2) auf die Forderung (9) für ein beliebiges Polynom P 
vom Grad n -+2z-—-1 hinausläuft. Setzt man also der Reihe nach »(x), zw(x),..., 
x’Io(x) für P ein, wobei die linke Seite wegen &(a,) = 0 verschwindet, so hat man z 
Gleichungen für die z unbekannten a, allein. Sämtliche Koeffizienten A, berechnen 
sich dann als Integrale über die zu den a, gehörigen Lagrangeschen Polynome. Beispiels- 


weise ist für z= 1, d.h. wenn man den Grad der Approximation nur au m=n-+i 
1 


erhöhen will, die einzige Bedingung die, daß [w(x) dx=0. Dies ist die Verallgemeinerung 
0 


des unter b) besprochenen Falles symmetrischer Abszissen. 





6) Vgl. J. O. Irwin, On quadrature and cubature. Tracts for computers, ed. by Karl Pearson, No. X, Cam- 
bridge 1923, S. 14. 
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g) Verwendung von Ableitungswerten. Soll der Wert der ersten Ableitung f’(x) 
der gegebenen Funktion an einer Stelle x = a, zur Berechnung des Integrals verwendet 
werden, so kann man unsere Formeln (2) und (3) unter Heranziehung eines Grenzüber- 
gangs benutzen. Wir gehen davon aus, daß die Funktionswerte in a, und a, + ö gegeben 
seien und in der Schlußformel (4) mit den Koeffizienten — B,:ö6 und + B,:ö ver- 
sehen werden sollen. Dann tritt in Gl. (2) an Stelle von A,a* 








(27) > Bulla, + 8" — a5] > B,ar" 
ein und in den Ausdruck (7) für M, (x), vonx=a,an, 
1 1 u—1 ie B, u—2 
(28) 5 Pam +6 — 2" — (a,— ı) ]> Ga (a, — x)". 


Damit sind alle Fragen, auch hinsichtlich der höheren Ableitungen, grundsätzlich er- 
ledigt und man könnte z. B. das Restglied der Eulerschen Summenformel darnach hin- 
schreiben. Wir werden jedoch weiter unten in $4 die fertigen Ausdrücke für den Fall 
der Verwendung beliebiger Ableitungen angeben (Satz 4). 


$ 3. Stieltjessche Integrale. 
b 
Wir betrachten jetzt Integrale der Form f /dV(x), worin V eine Funktion von 


beschränkter Schwankung bedeutet. Die Intervallgrenzen a, b normieren wir nicht, 
um den Übergang zu unendlichem Integrationsbereich nicht auszuschließen. Wir formu- 
lieren den dem $ 1 analogen Satz, gleich unter Einschluß der ‚„Eindeutigkeit‘‘, wie folgt. 

Satz 3. Es sei f(x) im Intervall a,b m-mal differenzierbar, f(x) die m-te Ableitung, 
W,(x) von beschränkter Schwankung und 


(1) M (a) =. 
Dann und nur dann, wenn M,(x) den m Bedingungen 
b 
(2) fa" dM (x) =0, u =0,1,2,..,m—A1 


genügt und die M,(x) durch | 

(3) Marla) = — [ME dk, u=1,2,3,..,m—1 
definiert sind, gilt für u=1,2,3,...,m identisch in f 

(4) [ f(x) dMı(a) + [Mua) f”(a)de=0. 


Wir beweisen zunächst, daß (1) bis (3) hinreichende Bedingungen für (4) sind, und zwar 
in denselben drei Schritten wie in $1. 
a) Aus (1) und der ersten Gl. (2) folgt, daß M,(a) = M,(b)=0. Daher liefert 


partielle BEN 
| 


b b 
) fie) x) dM,(2)=fM, | — fM;(z) f(x) dx = — [M,(2) f(x) dx. 
Damit ist (4) für « = 1 bewiesen. 

b) Der explizite Ausdruck für M (x) für u Z 2 lautet nach (3) 





 ; „ 
(6) M,(a) - men ıam.(e), 


wie man durch Differentiation nach x feststellt; M „ist stetig für « 22 und von u=3an 
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mindestens (u«—2) mal differenzierbar. Die Gl. (2) besagen wieder, daß für jedes 
Polynom P(£) von höchstens (m — 1)-ten Grad 


b 
(7) fPı&)am,(d)=d. 


Setzt man hier P(&) = (£ — 5)" ein, so erhält man links, vom Faktor («— 1)! ab- 
gesehen, den Ausdruck für M,„(b) nach (6). Also ist bewiesen, daß 
(8) M,(b) = M,(b) = --:-= M„(b) =. 


c) Aus (8) gewinnt man durch fortgesetzte partielle Integration 
b b 


b 
+[M,f’de=[M,f'de=:-- 


a 





b 
[Mfda=—M,;f 


(9) 


b 


b b b 
= f Mn-ıf" "ax = — Mal" » | + [Muf”dzr=f Mul” de. 


a 


Wenn dies rechts in (5) eingesetzt wird, ist (4) in vollem Umfang bewiesen. 
Daß umgekehrt für Gl. (4) bei » = m, also für 


b b 
(10) fx) dM(z) + f Muta) [” (a) de = 0 


die Bedingungen (2), (3) notwendig sind, sieht man so ein. Zunächst folgen aus (10), 
wenn man für f(x) der Reihe nach 1, x, x?,....., 2”1 setzt, die Gl. (2). Hat man nun ein 
M,(x), das diesen Gl. (2) genügt, so ist durch (3) M„(x) eindeutig bestimmt. Gäbe es 
ein davon verschiedenes M„(x), das (10) befriedigt, so müßte wieder Gl. (16) von $1 
identisch in f(x) erfüllt sein, was aber nur dann möglich ist, wenn M,„ an allen Stetig- 
keitsstellen mit M,„ übereinstimmt. 

Die Anwendung der Gl. (4) auf die Aufgaben der mechanischen Quadratur ge- 
schieht in folgender Weise: Ist eine Funktion von beschränkter Schwankung V(x) mit 
V(a)=0 gegeben und ff(x) dV(x) gesucht, so kann man z.B. 

(11) M,(&) = —Vl(2) +A,+A,+ +4, für ,<r<arı 

a= any <a <<. - << =d 
setzen. (Hierbei ist es keine Beschränkung der Allgemeinheit, daß wir die a, als ım 


Innern des Intervalls a,b gelegen voraussetzen, vgl. $4, S. 64.) 
Das Differential dM,(x) setzt sich zusammen aus — dV(x) und den Sprüngen 


A], Ag, Az,... an den ausgezeichneten Stellen a), @,, @3,... Die Gl. (2) lauten daher 
für dieses M,(x) 
n b 
(12) 2 A,a, = [z#dV(e), u„=0,1,2,..,m—1, 


und die zugehörigen M,„(x) sind nach (6) durch 


1 
(„—1)! 


+ Ayla — a)" +++ Anl, — a)" 
bestimmt. Die Gl. (4) nehmen die Form an (u =1,2,3,..., m) 
b b 

(14) f fa)dV(z)= A,fla,) + Asfaz) ++ Anflan) + f Mulz) f(x) dx, 





113) Bla) = - f (E— 2" Ave) + Ayla, — 2)” 





für Ay > T 2 Ay+1 


die sie unmittelbar als Quadraturformeln erkennen läßt. 
Aber man kann auch vielfach verallgemeinerte Formeln aus (4) gewinnen, z. B. 
die von R. Schmidt abgeleitete, die neben den Funktionswerten /(a,) die einzelnen, 
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av+1 
über die Teilintervalle erstreckten Integrale [ fdx benutzt. Dazu ist nur notwendig, 


n + 1 neue Konstante B,, B,, B,,..., B„ einzuführen und M, so zu wählen, daß im 
Intervall a, bis a,;ı das DifferentialdM, = —dV + B,dx wird, während der Sprung A, 
an der Stelle a, erhalten bleibt, also 


(15) M,(&) =— V(x) +2 [Ax + Be-ılax — au1)] + B,(2 — a,) 


für a, <rT< ay,pı. 
Das weitere ist alles et Aus den Gl. (2) wird 


b 
(16) Na u+ N B „(art — art!) = [ ardV(x), u=0,1,2,...m—1, 


+1 
v0, 
die SERENONNIERIEN für vu=1,2,...m lauten: 


[1a 2) AV(z) = Ay flay) + +++ Anflan) + Bo SHe)da + -- 


b b 
+ Bu f fa) dx + [ Muta) !" (a) de, 


und der hier einzusetzende Ausdruck für M (x) ist 


zT 


(18) Hz) = am 1 j (E — a)" dV(£) 


+ P.% [A, + B,-ı(a, A Ay—1)] (ax mus ai . z (a, 2) für 4, > T > Ay+1:- 


xs=1 
Dabei kann man m < 2n + 1 noch frei wählen, indem man bei der Wahl der A, und B, 
eine größere oder geringere Zahl der Gl. (16) berücksichtigt. 


$ 4. Allgemeinster Ansatz. 


Die Quadraturformel allgemeinster Art, die z. B. auch die Eulersche Summen- 
formel umfaßt, erhalten wir, wenn wir annehmen, daß außer Funktionswerten f(a,) 
auch Werte der o-ten Ableitungen an den Stellen a„ (v=1,2,3,...,n.) herangezogen 
werden. Indem wir f selbst auch mit /” bezeichnen, haben wir also die Differenz 


b 
[ftx) dV(«) — ZA," (ap), en 0, 1, 2, 71,9 = 1, 2, 3, fo, 
a um 


zu untersuchen. Der Fall (der im letzten Beispiel vorlag), daß auch Integrale über Teil- 
ß, 
intervalle [tfdx benutzt werden, ist hier schon eingeschlossen. Man braucht nur in 


a, 


allen Formeln V(x) durch V(x) — W(x) zu ersetzen, wo W(x) die Funktion bedeutet, 
die in den Intervallen «,, ß, die Steigung B, besitzt und sonst konstant verläuft. (Diese 
Teilintervalle dürfen sich auch überdecken und man kann in den zugehörigen Integralen 
auch jeweils dx durch eine gegebene Funktion dV,(x) ersetzen.) Die D, gehen auf diese 
Weise in alle Gleichungen ein, die V(x) enthalten. Da von V(x) nur Beschränktheit 
der Schwankung gefordert wird, braucht auf W(x) nicht weiter Rücksicht genommen 
zu werden. 

Von den a,, dürfen wir annehmen, daß sie sämtlich in das Innere von a,b fallen. Denn 
man kann stets, ohne den Wert des Integrals zu ändern, dem eigentlichen Integrationsgebiet 
an beiden Seiten beliebige Stücke hinzufügen, in denen man V(x) konstant verlaufen läßt. 

Wir formulieren nunmehr: 
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Satz 4. Sei f(x) im Intervall a,b m-mal differenzierbar, f” die o-te Ableitung, f = f, 
ferner V(x) von beschränkter Schwankung und 





(1) aA<Aay <b; = 0,1. 2...,r<n va, 2,9,.., 
Wenn dann die Koeffizienten A, den m Gleichungen 

’ u! H—o . c 
(2) Indus = ZA ee ‚ B=0912..,0—1, 


genügen, wobei &' über alle Wertverbindungen o,»v bei o S u erstreckt wird, und wenn die 
Funktionen M, (x) für u> r durch 


T 





N - (a i N 
3 M ,.(&) = — [ _— 2Y l ıv Tr 
1 Ku (u—1)!. —. “ gr ”"(u—eo—i1)! 
definiert sind, wo &* alle die Wertsysteme o, v zusammenfaßt, für die a, < x ist, so gılt 


identisch ın f(x) für u=r+Ai,r+2,...,m, 


b b 
(4) Sta) AV) — Z Au fa) = f Muta) Pte) dr, 


die Summe & über sämtliche o, v genommen. 

Umgekehrt müssen die@G!. (2) erfüllt sein, wenn (4) für u = m identisch ın f bestehen 
soll, und die ın (4) auftretende Funktion M,(x) kann sich an keiner Stetigkeitsstelle von 
der in (3) definierten unterscheiden. 

Wir stellen zunächst die folgenden Eigenschaften der durch (3) definierten Funktio- 
nen M,(x) fest: 

1) Von den Punkten a, abgesehen ist M,(x) wenigstens („ — 1)-mal differenzier- 
bar und die erste Ableitung von M (x) stimmt mit dem Ausdruck für — M,„-ı(x) überein 
(u>r+1). Ferner ist M,(a) =0O und für u >r-+1 ist M, überall stetig, weil dann 
unter dem Summenzeichen keine nullten Potenzen von (a,, — x) auftreten. Also gilt 


(5) M url) = — [ ME) ds, u=r+A,r+2,...m. 


2) Die Funktion M,;ı(2) hat an den Stellen x = a, (vr =1,2,3,...,N,) Sprünge 
von der Größe A,,. Läßt man die Glieder, die von o = r herrühren, im Ausdruck (3) 
fort, so bleibt eine stetige Funktion übrig, die das negative Integral einer neuen Funktion 
bildet, die aus (3) hervorgeht, wenn man hier u. —=r setzt und die Glieder mit A,, streicht. 
Diese neue Funktion heiße M,(xz); sie hat an den Stellen a,_ı, (vr =1,2,3,.. ., Nr—ı) 
Unstetigkeiten von der Größe A,_ı,,. Läßt man wieder diese Glieder fort, so bleibt das 
negative Integral einer Funktion M,_ı(x) übrig, die an den Stellen x = a,_s,, Sprünge der 
Größe A,_s,, besitzt, usf. So wird eine Folge von Funktionen M,(x), M,(x),.. ., M,(x) 
definiert, deren erste gegeben sind durch: 


M,(2) = — fdV(E) + 2* Av 


(6) M;(x) = — fü — xz)dV(£E) + * [Av(a» — x) + Aw] 





M;(x) = — . (E — x)? dV(E) + ar [40 (a0, — 


Überall sind in &* nur diejenigen » zu berücksichtigen, für die a,, <xist. Man kann statt 


(6) auch unmittelbar die Gl. (3) für «=1,2,...r benützen, wenn man festsetzt, daß dort 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 9 
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die Summen nur über diejenigen Wertepaare p, v erstreckt werden sollen für die einerseits 
Ay» < x, andrerseits eo Su —1. 


Für alle diese Funktionen mit Einschluß der früher definierten M,+ı(2), My+2(x),... 
gilt 





(7) M (2) = — 7 ur z=+a,, u=1,2,3,..,m—1. 


Im Punkt x = a, hat allein M,;ı einen Sprung, und zwar von der Größe A. 

3) Am unteren Intervallende x = a haben alle M,(x) den Wert 0. Von dem oberen 
Endpunkt 5b wissen wir, daß er mit keinem der a, zusammenfällt. Sind aber alle a, <b, 
so erhält man M,„(b), indem man in (3) bzw. (6) x = b einführt und dabei &* durch 3”, 
nämlich durch die über alle v» bei o S u —1 erstreckten Summen ersetzt. Andrerseits 
besagt (2), daß für jedes Polynom P(£) von höchstens (m — 1)-tem Grad 


b 
(8) — [ P(&) dV(E) + 2’ A, Play) =0. 


Führt man P(&) = (€ — 5)" ein, so kann man $’ durch 8” ersetzen, weil die u-te 
Ableitung von P(£) ohnehin verschwindet. Somit geht die linke Seite von (8) bis auf 
den Faktor (#—. 1)! ın die Ausdrücke für M,„(b) über. Also ist 

(9) M,(a) = M,(b)=0 für u=1,2,3,...,m. 

Nunmehr ist die Ableitung der Formel (4) aus (2) und (3) ohne weiteres möglich. 
Zerlegt man das Intervall a, 5 in die durch die a, bestimmten Abschnitte und wendet 
für jeden einzelnen wiederholte partielle Integration an, so erhält man im Hinblick auf (7) 


(10) [muf"dz — M,["” + M,.ft” i +. + Mf Fi M,f fa, 

Bei der Same über alle Teilintervalle fallen diejenigen m. die stetig sind, mit 
Rücksicht auf (9) heraus, d.s. die mit «> r + 1. Dagegen führt z.B. M,f’ N da M,(x) 
an den Stellen aı, die Sprünge A,, aufweist, zu dem Ausdruck _EA,l(a,,), ebenso 
ß 


ß 
das Glied M,f’ | zur Summe — 3 As,f'(az,) usf. bis einschließlich M,4f" | mit 





dem Ergebnis — BAT). In dem Integral, das rechts in (10) steht, ist, da es 
sich nur auf das Innere eines Intervalls bezieht, das keinen der Punkte a,, enthält, dM, 
durch — dV zu ersetzen. So ergibt schließlich (10) nach Summierung über alle Teilinter- 
valle 


b ns nı nr e 
f M (x) ”(z) dı = — 2 Av ao) — Aw law) — An f”(a,,) + St(®) dV(x), 


und dies ist identisch mit Gl. (4). 

Was nun den zweiten Teil des Satzes angeht, so sieht man sofort, daß die G]. (2) 
aus (4) mit u = m folgen, wenn man hier die Potenzen 1, x, x?,....., 2"! für f(x) ein- 
setzt. Also ist notwendig, daß die Gl. (2) erfüllt sind. Hat man aber einmal die A, als 
eine Lösung der Gl. (2) gewählt, so ist M,(x) durch (3) eindeutig bestimmt. Gäbe es noch 
eine andere Funktion M„(x), die (4) befriedigt, so müßte identisch in 


b 
(11) S [Untz) — Muta)] f(x) da = 0 


sein, was nicht möglich ist, wenn M„ — M,„ an einer Stelle, wo beide Funktionen stetig 
sind, nicht verschwindet. 








bs 








(14) 
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Damit ist Satz 4 bewiesen. Man kann seinen wesentlichen Inhalt auch so ausspre- 
chen: Bedeutet L{f} irgendeine lineare Kombination von Funktionswerten und Werten 
der Ableitungen bis zur r-ten Ordnung von f, so ist die notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, daß bim>r+i 


(12) ffav =Uf} + [ Mmf” dx 


identisch in f mit stetigem M,„ besteht, die, daß die Gleichung für jedes Polynom von höch- 
siens (m — 1)-tem Grad erfüllt ist; die Funktion M,„ ist dann eindeutig durch die Koeffi- 
zienten von L nach (3) bestimmt. 

Als Beispiel sei nur die Eulersche Formel angeführt, die, in leichter Abänderung 
der bisherigen Bezeichnung, so geschrieben werden kann: 


[ fa) da = & fr) + AullO) + Fin)] + Alm) — FO] + Ast” (n) — f"'(0)] 
(13) j 
++ An) — TO] + S Mamszta) "dr. 


Hier sind die Gl. (2) für ungerade » der Symmetrie wegen schon erfüllt, die übrigen lauten, 
wenn mit 5, die Summe der u-ten Potenzen der Zahlen 1 bis n bezeichnet wird, 


n—(n+1)=24A, 








n3 
ge $, = A,n? + 2A,n 
n5 
5 — 5, = A,n* + AA,n?+4-3-.2A,n 
Ft EDER TFT TR RT EU FT FE u a neu 
7 9m —= A,n?”" + 2m A, n?"—1 + 2m(2m — 1) (Am — 2) A,n?”— + ++. (2m)! Aun. 
Das zugehörige Mam4+2 ist nach (3) gegeben durch 
gzm+2 zzm+1 Ze gm +2—2x Er (x —— a 
ne Bene | 
Mom +2(®) (2m + 2)! (14 A) (2m +1)! — ß (2m +2 —2%)! —= (2m +1)! 


für vsesv-+1. 

Die Gleichungen (14) führen natürlich zu den bekannten Bernoullischen Zahlen. 
Aber an (13) ist bemerkenswert, daß das Restglied die Ordnung 2m + 2 hat, während 
die meisten üblichen Ableitungen zu einem solchen von der Ordnung 2m oder 2m + 1 
führen °). 

Von weiteren Anwendungen sei etwa erwähnt eine Kombination zwischen Gauß- 
scher Quadratur- und Eulerscher Summenformel, wie sie kürzlich J. V. Uspensky ®) 
behandelt hat. Derartige Rechnungen lassen sich leicht dem hier dargelegten Gesichts- 
punkt unterordnen. 


?) Vgl. z.B. N. E. Nörlund, Differenzenrechnung, Berlin 1924, S. 30. 
8°) J. V. Uspensky, Bull. Amer. Mathem. Society 40 (1934), 5. 871—876. 





Eingegangen 1. Mai 1935. 
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Zur Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender 
inhomogener Flüssigkeiten. 


Von Karl Maruhn in Berlin. 





Die vorliegende Note bringt eine Ergänzung zu den fundamentalen Existenzsätzen 
Lichtensteins über Gleichgewichtsfiguren rotierender inhomogener Flüssigkeiten. Ich 
verzichte der Kürze halber auf die Formulierung der Voraussetzungen und die umfang- 
reiche Einführung der einzelnen Bezeichnungen und verweise auf die in Frage kommende 
Originalabhandlung !), an die ich mich in jeder Beziehung anschließe. 

Bei dem Beweise der Existenz inhomogener Gleichgewichtsfiguren in der Nachbar- 
schaft einer gegebenen Gleichgewichtsfigur mußte deren Flüssigkeit nicht durchweg 
von stetiger Dichte sein, vielmehr waren eine endliche Anzahl Sprungflächen zugelassen. 
Die Randfläche $ kann ebenfalls als eine solche aufgefaßt werden, wenn die Randdichte 
von Null verschieden ist. 

Es wird im folgenden gezeigt werden, daß im regulären Falle in der Umgebung einer 
Gleichgewichtsfigur, in der sich eine Sprungfläche der Dichte befindet, Gleichgewichtsfiguren 
durchweg stetiger Dichte liegen. Man wird dabei erkennen, daß sich auf dem gleichen Wege 
eine endliche Anzahl von Sprüngen ausgleichen läßt ?). Freilich wird in der Umgebung 
der früheren Sprungfläche die Dichte sehr scharf zu kleineren Werten abfallen. 

Anwendung findet dieses Ergebnis auf gewisse Konfigurationen, die aus einer 
flüssigen Kernfigur hoher Dichte und einer sie umgebenden ‚Atmosphäre‘ bestehen ?). 
In deren Nachbarschaft werden also Gleichgewichtsfiguren durchweg stetiger Dichte 
existieren. 

Jede Niveaufläche 5, der Ausgangskonfiguration ist durch eine Zahl rt, den Ab- 
stand des Koordinatenursprunges, um den sich die Niveauflächen lagern, von dem Schnitt- 
punkt der Fläche S, mit der z-Achse, charakterisiert; für $ nimmt r den Wert lan. Die 
Dichte hat auf $; den Wert (rt), die Sprungfläche heiße Sy. Es sei 


(1) + —0)—fı*+0)=[/l, ( <ır si). 
Die Dichte F(t) auf den Niveauflächen $,ı der gesuchten Konfiguration sei Jetzt 
gegeben durch 


= == fir) für 0<sr<er,tt+ß<rsim, 
(2) ı) = f* —0) für r= tt, 
Fir) hl t) + oft) für ı* <rsıt +ß, B>0, hinreichend klein, 





!) Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen über die Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten, deren 
Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, Dritte Abh. Nichthomogene Flüssigkeiten. Figur der 
Erde, Math. Zeitschr. 36 (1933), S. 481—562. Vgl. ferner 1. c. 2), S. 91 ff. 

2) L. Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten, Berlin 1933, S.173, wo auf das vor- 
liegende Problem hingewiesen wird. 

») Vgl. 1l.e. ?), S.125f. Ferner K. Maruhn, Über den Laplaceschen Ringkörper, Math. Zeitschr. 36 (1933), 
$. 122—142; Über einige Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten, auf deren Oberflächen singuläre Punkte 
liegen, Math. Zeitschr. 88 (1934), S. 747-776, insbes. S. 764 ff. 
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unter o(t) eineint* <rs r* + ferklärte, dort monoton abnehmende, stetige Funktion 
verstanden mit 

(3) e*+0)=V, Put +P)=0, 
die überdies stetige, einer H-Bedingung genügende partielle Ableitungen erster Ordnung 
besitzt. Falls der Sprung der Randdichte ausgeglichen werden soll, muß die Fläche S;;; 
als Begrenzung der Ausgangsfigur aufgefaßt werden. 

Um die Betrachtungen zu vereinfachen, verzichten wir hier auf die von Lichtenstein 
eingeführte, über ganz T erstreckte kleine Dichteänderung, setzen also x = (0. 

Es bezeichne, wie üblich, «W, das Newtonsche Potential von 7,, xW% dasjenige 
von 7; ferner sei «W7 das Potential derjenigen Massenverteilung, die man erhält, 
wenn man in T, die Dichte F(r) durch /(r) ersetzt. 

Es sei jetzt 

(4) “WB (7, Y1 21) = Wulzı, Yı, 21) — RL (2 Y1, 21) 
das Newtonsche Potential des schalenförmigen Körpers T7, der von Sr und Sy+z,1 be- 
grenzt ist und mit Flüssigkeit der Dichte g(r) erfüllt gedacht sei. 

Aus den bekannten Gleichgewichtsbedingungen 


für T: xW(x, y,2)+ z (2? + y?) =C(t), C(t) auf S, konstant, 


(2) 2 
für T: Wltı, Yu 21) + - (2? +2) =C,(t), C,(t) auf S, konstant, 


folgt in der üblichen Weise 
(6) Blaı Yu 21) — Wr, y,2) = s(t) + z- ("+ y?) — = (2i+ y)- 


Dabei ist 
(7) Blu 41 21) — We, y, 2) = [Wılzı, Yu, 21) — Wiltı %1 21)] 
+ [WI (2 Yı; 2,) _ Wr, Y, 2)]. 
Die zweite Differenz rechter Hand läßt, wie l. c. !) gezeigt wird, die Entwicklung 
(8) WB (21, Y, 21) — vs y, 2) 


- [ iw) u Br =: fan fe - +RÜHW®H..-t) 
T, 0 Sr 





ov 


zu, unter den Jg") Integralausdrücke n-ten Grades der Variablen £ und ihrer partiellen 
Ableitungen erster Ordnung verstanden. Mit Rücksicht auf (8) und (4) nimmt die Integro- 
Differentialgleichung unseres Problems daher die Gestalt 


oo da’ ” 
(9) ve [are) |? — = s(t) — Aa? + y?) — Blu Yu 21) 
0 Sy ® 


2 o 
— rar +02) — 2 alan + by) — ROHR +), 


an, wo y= y(x, y,2) die Gesamtschwerkraft in (x, y, z) bedeutet. Die Forderung, daß 
der Koordinatenursprung O bei der durch £ vermittelten Abbildung in sich selbst übergeht, 





*) In unserem Falle ist zwar die eine der beiden aufeinander bezogenen Figuren keine Gleichgewichtsfigur, 
doch wird das Bestehen der Gleichgewichtsbedingungen bei Aufstellung der Entwicklung (8) auch gar nicht benutzt. 
— Die Funktion & = {(z, y, 2) bezeichnet den Abstand des Punktes (z,, %,, 2,) der gesuchten Konfiguration von dem 
korrespondierenden Punkte (x, y,2) der gegebenen Verteilung. Die beiden Punkte liegen auf der gleichen, durch 
(z, y,2) verlaufenden Normalen zu der durch diesen Punkt gehenden Ausgangsniveaufläche. 
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liefert. dann noch die Gleichung (9) in der Form 
- E 2 ’ 1 1 4 
(10) ve [ası) [r (2) dor = nes) — aar + „9 
F S% Y 1% 


— [Bl1 91 21) — Vı(0, 0, 0)] — 51 Di (as + 5°?) — 2Al(ax + by) 


1 
ih (WR? + Ia®) Re a ...). 


Die Gleichungen (9) und (10) sind den l. c.!) angegebenen Gleichungen gegenüber ledig- 


lich um das Glied Rz, Y1,2,) bzw. R,(z,, Yy 2) — R,(0, 0,0) vermehrt, das wir 
nunmehr einigen Abschätzungen unterwerfen wollen. 

Nach Voraussetzung sind die Niveauflächen S;,ı des Gesamtpotentials U, der ge- 
suchten Konfiguration alle ineinandergeschachtelt und besitzen eine stetige Normale. 
Man erkennt leicht, daß 


Fr ’ 1 [4 [4 
(11) 2%, (21, Yı, 21) - [ei ) — danıdvn 
£* 01 
gilt, unter do, das Flächenelement auf S;ı, unter v,ı die nach außen gerichteten Normalen 
zu S;,ı verstanden. Beachten wir, daß die Gesamtschwerkraft y, der gesuchten Kon- 
figuration stets der Richtung »;ı entgegengesetzt wirkt, so erhalten wir 


(12) dU, = — ydra. 
Wir schreiben daher R, mit Rücksicht auf (11) jetzt in der Gestalt 
Uxlıt) m 
. j ä o 
(13) (7), 41 21) = [ lt) dUi | — —, Yıltı) = Pt). 
Vle+Bı) au, v6 


Dabei charakterisiert t, (genau wie t bei der Ausgangskonfiguration) die Fläche S;ı und 
bedeutet geometrisch den Abstand des Koordinatenursprungs von dem Schnittpunkt 
der z,-Achse (die mit der z-Achse koinzidiert) mit Sr. Aus Gründen der vorausgesetzten 
Symmetrie steht die z,-Achse auf allen Flächen $;ı senkrecht. Das in (13) auftretende 
Integral ist ein Integral im Sinne von Stieltjes. 

Zunächst einige Worte über die Größe ß,. Es ist 

(14) A=(ıf + B)—ıt = [i* + PB + (0,0, 1* + B)] — [t* + 2(0, 0, 1*)] 

u; ß + 0, 0, ”+ B) — &0, 0, e*) . 

Nach Voraussetzung ist {in T + S stetig und besitzt stetige, allenfalls abteilungsweise 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Ist nun, unter 2 eine hinreichend kleine 
positive Zahl verstanden, 
0&| | 
0x1’ 








(15) IE |<, sy, e=r@typ+m), 








so finden wir 
(16) Pr zsaßil HR), 
wo c, eine positive Konstante ist, wie auch später c,,... 


m a a 
Wir wenden uns nunmehr den Ableitungen N ne a zu und nehmen zu- 
0x,’ 0Oy, ' 02, 





nächst an, daß der Punkt (x,, 4, 2,)InTY + Srı + Srr+5,1 gelegen sei. Aus Tf schneiden 
wir alsdann einen Bereich ©, aus (vgl. Fig. 1) durch denjenigen Kreiszylinder vom 
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Fig. 1. 


Querschnittradius f,, der die zu (£,, %1, 21) gehörige Normale »,ı zur Achse hat). Die 
hierbei aus den Flächen $,, ausgeschnittenen Flächenstücke mögen 2; heißen. Alsdann 


ist etwa 


. U,(tt) 
O8 © ‚dt 2 ; a 1 dor 
er na Sy ar 
1 16, 01 Dtp,) RER Yı Pı 


Wir bezeichnen weiter mit ®, das Volumen des von dem Kreiszylinder ausgeschnittenen 
Bereiches ©,. Wegen 
U;(rf) 
(18) %, = [ auy | 
Udet+hı) Zrı 
erkennt man leicht, daß sich für hinreichend kleine Werte von ß und daher, mit Rücksicht 
auf (14), auch von ß, eine Konstante c, derart finden läßt, daß gleichmäßig für alle ın 
T# + Sp + Ser, gelegenen Punkte (%,, %1, 21) 


don 
Yı 


(19) Q, = Pl 
gilt. Nach einem Hilfssatz von Herrn E. Schmidt ®) ist nunmehr 
a; d B,)\ 7 
(20) 10,1 < 1% call) <an<apt +2). 


Ferner folgt aus Die Sätzen über die Ableitungen von Potentialen einfacher 
Flächenbelegungen für hinreichend kleine Werte von ß 


(21) |d,| < ß, log fl Ssaß 1 +) (logA| +leg A +N)) Ss +N)P |logPpl. 
Alles in allem ist somit 


























| | 10 
(22) 32, |’ Zu (1 + NR)P log Pl 
und wegen 1, = 2 +da, y =y+bd, 2, =2 & (a,b,c die Richtungskosinus der 
Normalen zu $,) auch 
RT) |, 
(23) Et. 
Mit 
(24) Blog ß| = %* 


°) Vel. die nachgelassene Arbeit von L. Lichtenstein, Zur Theorie der Gleichgewichtsfiguren homogener 
Flüssigkeiten, Math. Zeitschr. 39 (1935), S. 639—648, wo sich ähnliche Betrachtungen finden. 

°) E. Schmidt, Bemerkungen zur Potentialtheorie, Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, 5. 365—383, insbes. 
S. 368. 
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und mit Rücksicht auf die vorausgesetzten Symmetrieeigenschaften ist dann 
0-| ld 0 = 
Ei 
Wr Yu 21) — (0, 0,0)| Sen VER +) r. 
Liegt der Aufpunkt außerhalb des genannten Bereiches, so läßt sich gewiß die Konstante 
Cg so wählen, daß (23) gleichmäßig für alle (z,, 4, 2,) gilt. 
Es bezeichne weiter & eine ganz wie £ beschaffene Funktion mit 
| | _&| | _& 
x’ ey Oyı' 0% % 
u, sei das R, entsprechende Raumpotential. Dann ist ?), wieder mit Rücksicht auf die 
Symmetrieeigenschaften, 
0. x 
(27) ja: (Pr — ®ı) 
| (Rz, Yı 2) zur B,(0, 0, 0)) = (B(ä,, %,; 2,) oc W(0, 0, 0))] > Cıı V3=r . 
Andererseits folgt aus (25) 


<A +M)r, 














I 
(25 


<s2<2Q, |C—£|l<s<yY38r. 











— 


0. > 
u) ’ 











0, 2 
7, BR Br) 








y = Ct, 








0, - 
’ 8) 








ni BR Drei Be * 
(28) er (8, %,) ’ oY (WB, B,) > Cy2 Q r ’ 
(1 41 21) — Wı(0, 0, 0)) — (Wild 9, 21) — Wil0, 0, 0))| < ca V3 Hr? . 
In den Beziehungen (27) und (28) dürfen dabei den Größen = und Q* unabhängig von- 
einander alle Werte der Intervalle O<=Z<s2Q,0 <%*<se(e> 0, hinreichend klein) 
zuerteilt werden. Halten wir etwa in (28) für den Moment Q* fest, so muß, damit (27) 


erfüllt ist, 
(29) 2 S03= 
gelten. Wir haben daher schließlich 


’ 


Be . 
7, 81 — %ı) S(„N*Sr, 











0 ,= er 0, a. 
(30) a, %ı — RB) ) -B) 
(Wu (21, 91 21) — 8ı(0, 0, 0)) — (Wild 91 1) — WılO, 0, 0))| S cu V3R* Er. 
Nach Feststellung der Beziehungen (25) und (30) bietet auf Grund der schon über die 
rechten Seiten von (9) und (10) bekannten Abschätzungen die weitere Behandlung keine 


neuen Schwierigkeiten dar. 





?) Vgl. L. Lichtenstein, Über einige Hilfssätze der Potentialtheorie IV, Sächs. Berichte82 (1930), S. 265— 344, 
ferner auch l.c. !). 





Eingegangen 22. Mai 1935. 
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Operatoren im Wachsschen Raum '). 


Von Oswald Teichmüller in Göttingen. 
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Einleitung. 

H. Wachs sprach 1934 den Gedanken aus, einen zum Hilbertschen Raum analogen 
Raum mit Koeffizienten aus dem Quaternionenkörper aufzubauen. Das wird in dieser 
Arbeit geschehen. Es ergibt sich dabei zunächst, bei zweckmäßigen Grunddefinitionen, 
eine weitgehende Analogie zum Hilbertschen Raum und seiner Operatorentheorie, so 
daß sich die meisten Definitionen und Sätze wörtlich übertragen. An zwei Stellen jedoch, 
bei der Fortsetzungstheorie abgeschlossener hermitescher Operatoren nämlich und beim 
Spektralproblem der normalen Operatoren, waren neue Überlegungen nötig, die auch 
zu anderen Ergebnissen führten, als den aus dem Hilbertschen Raum bekannten. Die 
neuen Sätze und Beweise ließen sich in den Hilbertschen Raum und den reellen Hilbert- 
schen Raum übertragen und ergaben neue Gesichtspunkte und Einordnungen für die 
dort bekannten Tatsachen. Selbstverständlich werden alle unwesentlichen Dimensions- 
beschränkungen fortgelassen. Auf physikalische Anwendungen gehe ich nicht ein, möchte 
es aber nicht unterlassen, auf eine Arbeit von Jordan [1] hinzuweisen ?2), wo von einer 
möglichen Anwendung von Quaternionenmatrizen in der relativistischen Quanten- 
mechanik die Rede ist. 

In $$ 1—3 werden die Bezeichnungen eingeführt und die wichtigsten Sätze der 
bekannten Theorie ohne ausführliche Beweise übertragen. In $4, der ebenfalls ein- 
leitenden Charakter hat, werden die Sätze über vertauschbare Operatoren zusammen- 
gestellt, insbesondere wird der Reduktionsbegriff gleich so eingeführt, wie er später 





1) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät der Ernst-August-Univer- 
sität zu Göttingen als Dissertation angenommen. Referent war Herr Prof. Dr. Hasse. 
2) Die in eckigen Klammern beigefügten Nummern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heit 1/2. 10 
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gebraucht wird. Die $$ 5 und 6 bringen dann, vom eigentlichen Thema abschweifend, 
eine ausführliche Theorie der Dimension. Der lokale Zerlegungssatz, den Rieß [1] als 
eigentlichen Kern des Spektralsatzes über selbstadjungierte Operatoren erkannte, wird 
ın $7 mit Hilfe eines Formalismus, der auf eine Arbeit von v. Neumann [3] zurück- 
geht, bewiesen; derselbe Formalismus wird auch später in $14 angewandt. Dann folgt, 
nach Vorbereitungen in $$ 8 und 9, in $ 10 die allgemeine Fortsetzungstheorie der her- 
miteschen abgeschlossenen Operatoren, die die v. Neumannsche Theorie als Spezialfall 
enthält. Eine rechnerische Bestimmung aller maximalen, aber nicht selbstadjungierten 
Operatoren im Wachsschen Raum ($11) schließt sich an. Schließlich versuche ich in 
den $$ 12—14 das Spektralproblem der normalen Operatoren zu lösen. Als elementare 
Bausteine ergeben sich dabei allerdings neben den Projektoren, mit denen man im 
Hilbertschen Raum auskommt, notwendigerweise noch die in $9 näher untersuchten 
„Imaginäroperatoren‘‘. 


$ 1. Der Grundkörper. 


2 sei entweder der Körper A der reellen Zahlen oder der Körper Ä der komplexen 
Zahlen oder der Quaternionenkörper Q. Z sei das Zentrum von 2, also R bzw. K bzw. R. 
Wir benutzen folgende Basıs von 2 über R: 

R=iR, 

K=AR-+iR (= —1), 

O=41R-+ıiR+7jJR+KR Pape — I, yak= — pi). 
Wir wollen uns Ä ımmer als den speziellen Unterkörper A(i) von Q vorstellen. 

Ein (durch algebraische Eigenschaften ausgezeichneter) inverser Automorphismus 
a-a von 2 über dem Fixkörper R wird gegeben durch 


a=a für acER, 


Er hat die Haupteigenschaften: 
a+b=a+tb, 
ab = ba, 
a=a, 
a-+aeR, 
aa=aa>0Q in A, aa=( nur wenn a—=(. 
Und definiert man 
a] =Yaa > 0, 
so gilt 
jab|=ja| bi, 
ja+dislal+|b|. 
Zu jedem aeQ gibt es einc +0 in Q so, daß 


b= cTlaceEk, .—. >0. 
21 


All diese Bezeichnungen und Regeln werden in der ganzen Arbeit stillschweigend 
angewandt. 


$& 2. Der Raum. 


1. Unter einem Raum verstehen wir in dieser Arbeit eine nichtleere Menge R, 
die (im Sinne der abstrakten Algebra) in dreifacher Weise mit dem „Grundkörper“ 2 








—. — ww — — ; 
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verknüpft ist: 

1) Zu zER, yEeR gibt es ein + yER. 

2) Zu zER, ae gibt es ein race. 

3) Zu zER, yER gibt es ein (z,y)E2. 
Und zwar sollen diese drei ‚Verknüpfungen‘ folgenden sechs Axiomen genügen, in denen 
a ein Element von 2 und x, y, 2, x„ Elemente aus R bezeichnen: 

1) («+ y,2) = (2,2) + (y, 2). 

2) (za, y) = (x, y)a. 

3) Gilt (z,2) = (y, :) für alle z, so ist = y. 

4) (y, x) un (z, Y)- 

5) (r, 2) 0. 

6) Gilt lim (zu + 2u(— 1), 2m + n(— 1)) = 0, so gibt es ein zENR mit 

[ lim (+ ml), + ml 1)) = 0. 


2. Um zu erkennen, inwiefern der so erklärte Raum eine vernünftige Verallge- 
meinerung des Hilbertschen Raums ist, ziehen wir sofort die einfachsten Folgerungen 
aus den Axiomen. 

Weil identisch für alle z 

(x + y,2) = (2,2) + (y,2) = (y,2) + (2,2) = (y+ x, 2) 
gilt, ıst nach Axıom 3) 
ıty=y+trıe. 
(renau so beweist man unter alleiniger Benutzung der Axiome 1)—3): 
(+y)+t2=r2r+(y+2). 
(+ y(-1)+y=1. 
(2 + yJa= ra + ya. 
r(a+b)= ra-+ ıb. 
x(ab) = (xa)b. 
Ai = 2. 
Das drückt man bekanntlich so aus: R ist (hinsichtlich der ersten beiden Raumverknüp- 
fungen) ein 2-Rechtsmodul. Wie immer erklärt man 
s+y-1I)=r-y t-ı=I I -ı = — 
dann ist, 
(a=0=0, —r=r(—1) usw. 
Aus 2) und 4) folgt 


also 
(za, yb) = b(x, y)a. 
Setzt man 
so ist 
za =ja||r|,. 
und aus 


0<|2R+ y(z, yJul?= Az? + ulm, y)(n,y)A+ Aly,a)(z,y)u+ u(z, y)|yl®(z, y)u 
für alle reellen A und „ folgt für die Diskriminante 
2]? 1y1? |(@, y)|? iu; I(, y)|® > 0, 


(a,y)isielly). 
10* 
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Aus dieser Schwarzschen Ungleichung folgt wie üblich die Dreiecksungleichung 


z+yl=sle+|yl. 
Aus |x|=0 folgt = 0. Für alle z ist nämlich 
Os (x, 2)| > x] 2] =0, 
(x, 2) = (0, 2), 
sowie |x| = 0; nach 3) folgt x =. 

Jetzt sieht man, daß unsere Axiome bis auf größere Allgemeinheit des Grundkörpers 
und der Dimension mit den bekannten Axiomen des Hilbertschen Raums überein- 
stimmen ?°). 

Wir können es uns darum ersparen, alle Einzelheiten des weiteren Aufbaus, soweit 
es sich um bloße Verallgemeinerungen bekannter Schlüsse handelt, ausführlich durch- 
zurechnen; es wird vielmehr genügen, unter Verweis auf die Literatur des Hilbertschen 
Raums die Hauptergebnisse anzugeben. Man hat dabei eigentlich nur im Auge zu be- 
halten, daß die Faktoren aus 2 immer rechts von den Elementen aus R stehen, und 
die Regel 


(za, yb) u b(x, y)a 


zu beachten. 
Gibt es zu der Folge x, aus R ein zER mit lim | x — | = 0, so gibt es nur eins; 


n>& 


dies heißt dann x = lim x„. Das innere Produkt ist stetig, d.h. aus lim x, = x, lim y„ = y 


n—>% , non n>m»% 


folgt 
lım (Zu Y,) (x, Y). 


Für (z,y) =0 schreibt man auch: x | y. Für Mengen MNENR bedeute M IN, 
daß x | y für alle zEeM, yEeN. 
3. Ein Orthonormalsystem (normiertes Orthogonalsystem) ist eine Teilmenge ® 
von R mit der Eigenschaft, daß für pe, ge®B stets gilt 
1, p=q 
Bo ={0 pP +4. 
Die Haupteigenschaft der Orthonormalsysteme ist die Besselsche Ungleichung: für jedes 
TEN gilt, wenn P,, Pa, - - -, Pm verschiedene Elemente von ® sind, 


2? — |(&, pı)l? Ze - |, pm)’ S0. 
Aus ihr folgt: = p(z, p) ist für jedes x in dem Sinne konvergent, daß alle Glieder bis 
p s 


auf höchstens abzählbar viele verschwinden und bei beliebiger Numerierung der übrigen 
Glieder der Limes der Partialsummen existiert. Ist 


x = plz, p) für alle zeR, 


so heißt ® vollständig. 

Es gibt ein vollständiges Orthonormalsystem ın R. 

Beweis: Sei eine Wohlordnung von R gegeben. Dann werde ® durch transfinite 
Induktion ®) erklärt: p werde dann und nur dann in ® aufgenommen, wenn |p| =1 
und p _|_g ist für alle diejenigen Vorgänger q von p (in der Wohlordnung), die schon 


3) v. Neumann [1] I 82. 

4) Daß man Funktionen durch transfinite Induktion erklären kann, ist bekannt (v.d. Waerden [1] $ 59). 
Teilmengen ® von R kann man aber durch ihre charakteristische Funktion (x(z) = 1 für ze®, = 0 sonst) be- 
schreiben, 
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in ® aufgenommen sind. Daß das so konstruierte ® ein Orthonormalsystem ist, ist klar. 
Wäre ® nicht vollständig, so gäbe es ein zEeR mit 


y=-2—-&pl&p) #0. 


Setzt man 
z=ylyl”, 

so wäre, wie man leicht nachrechnet, |z!=1 und z | g für alle ge, insbesondere 
z _| g für alle Vorgänger g von z, die in ® enthalten sind; nach Konstruktionsvorschrift 
von ® müßte z in ® aufgenommen worden sein, daher z | z, was sich mit |z| — 1 
nicht verträgt. 

Schon oben benutzten wir: Wird jedem pe B ein &,E2 so zugeordnet, daß (höch- 
stens abzählbar viele &, #0 sind und) & 82? konvergiert, so konvergiert SP En 


Damit haben wir eine vollständige Übersicht über alle Räume: Es gibt ein vollständiges 
Orthonormalsystem ®, und die Elemente von R sind genau die Summen 


= P&r; 
wo die &£, Elemente von 2 mit (im erklärten Sinne) konvergenter & '&,” sind. Und 
wi 2 = = PEn y- 5 Pin so drücken sich die drei Raumverknüpfungen (Addition, 


hintere skalare Multiplikation, inneres Produkt) folgendermaßen durch die „‚Koordinaten‘ 
Ep, Np aus: 


= (ieh), 

Von diesen Formeln ausgehend, kann man ähnlich wie Löwig?) Beispiele von Räu- 

men konstruieren, wobei man noch den Grundkörper Z und die Mächtigkeit des voll- 
ständigen Orthonormalsystems, von dem man ausgeht, beliebig vorgeben kann. 

4. Nachdem wir so einen Überblick über die Beziehungen zwischen den Elementen 

des Raumes # gewonnen haben, wenden wir uns zur Betrachtung von Teilmengen von ®R. 

Unter einer Linearmannigfaltigkeit versteht man eine nichtleere Teilmenge von NR, 

die mit x und y stets auch alle xa + yb (a und 5b beliebig aus?) enthält. Ist M eine 

Teilmenge von R, so ist die Menge aller endlichen Summen Zra mit ze WM, a€2 (bzw. 0, 

wenn M leer ıst) die kleinste M enthaltende Linearmannigfaltigkeit und heißt die von 

M erzeugte Linearmannigfaltigkeit; sie werde mit M bezeichnet. Für die nur aus 0 be- 

stehende Linearmannigfaltigkeit werden wir ohne Verwechslungsgefahr 0 schreiben. 

Ist eine Linearmannigfaltigkeit M abgeschlossen, d. h. enthält M mit jeder konvergenten 

Folge auch ihr Grenzelement, so lassen sich in M nicht nur alle Raumverknüpfungen aus- 

führen, sondern es gelten auch alle sechs Axiome (insbesondere 6)); M kann daher Unter- 

raum genannt werden. Ist M wieder eine beliebige Teilmenge von R, so ist die Menge der 


Grenzen aller konvergenten Folgen aus M (die abgeschlossene Hülle von M) der kleinste 
M enthaltende Unterraum und heißt der von M erzeugte Unterraum, geschrieben M. 
Eine Menge M heißt in der Menge R dicht, wenn jedes Element von N Grenze einer Folge 
aus M ist. 

Der Durchschnitt von M und X werde mit MAR bezeichnet. Sind M und N 
Linearmannigfaltigkeiten, die nur 0 gemein haben, so bezeichnen wir die von M und N 
erzeugte Linearmannigfaltigkeit mit M+N; sind M und N sogar Unterräume und ist 





5) Löwig [1] S. 26t. 
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MIN, so bezeichnen wir die von M und X erzeugte Linearmannigfaltigkeit, die dann 
sogar ein Unterraum ist, mit ME N®). Sind M und R Unterräume, M>N, so sei 
M ES Ndie Menge der zEeM mit z_|_N. Dies MSN heißt das orthogonale Komple- 
ment von N ın M, denn es gilt der Satz: 
NEMEN-M. 
Beweis. Daß N und M 8 N orthogonale Unterräume sind, ist trivial. In R gibt es 
nach $2, 3 ein in X vollständiges Orthonormalsystem ®. Ist EM beliebig, so ist 
gm 3 p(z, p)ENR, 


weil alle pe sind, und 
E—- YyEMEON, 
denn es ist 2 — yEM und x — y_| p für allepe®, darum 7 — y 12% pw, p) = w für 
alle wEN, 2 —y_|. N. Mithin 
ZEY+(E-YENEMoN) 

für jedes vEeM. Weil aber andererseits WEM und MENEM ist, folgt die Behaup- 
tung °). 

Ein einfaches Korollar ist der Satz ®): 

Eine Linearmannigfaltigkeit M ist entweder in R dicht, oder es gibt ein z+0 in 
R, das auf ganz M senkrecht steht. 

Beweis. Ist MR, so ist Min R dicht. Andernfalls ist 

R=-MeoeReoM), 
NR> M, 
darum 
ROoM+0. 

d. Einiger weniger Anwendungen ım folgenden wegen wollen wir den Satz von der 
Existenz eines vollständigen Orthonormalsystems in jedem Raum so verallgemeinern: 

Jedem f #0 aus R sei eine Teilmenge M(f) von R so zugeordnet, daß folgendes gult: 

I) FEN). 

2) Aus Mif) Lg folgt Mif) 1 Mile). 
Dann gibt es eine Menge ?‘s aus von O verschiedenen Elementen f von R so, daß die M(f), 
fer, paarweise orthogonal sınd und zusammen R als Unterraum erzeugen. (Dann sind 
natürlich auch die M(f), f€$, paarweise orthogonal und der von ihnen erzeugte Unter- 
raum ist R.) 


Beweis (analog $ 2,3). Wieder sei eine Wohlordnung von R gegeben. 5 wird durch 
transfinite Induktion ®) erklärt: f werde genau dann in 75 aufgenommen, wenn f #0 
und f |. Mi(g) für alle Vorgänger g von f, welche schon in 7; aufgenommen worden sind. 
Nach 2) sind in dem so konstruierten 5 die M(f), E75, paarweise orthogonal. Der von all 
diesen M(f), FE}, erzeugte Unterraum heiße M. Wäre MR, so gäbe es nach dem 
soeben bewiesenen Korollar ein k #0, das auf M, d. h. auf allen M(g), ge %, senkrecht 


stünde; nach Konstruktion wäre RE, demnach auch Ah | Mh), A_L Mh), nach 1) also 
h | h im Widerspruch mit A =#+0°). 


6) Dies Zeichen wird bei Stone [1] S.21 in anderem Sinne gebraucht. 

”) Vgl. Stone [1] S. 23. 

») Rieß [2]. 

9) Man kann auch (MESNBN = M direkt beweisen (Rellich [1] S. 344f., Löwig [1] $2), dann diesen 
Beweis bringen und aus ihm auf die Existenz eines vollständigen Orthonormalsystems schließen. Dann hat man im 
eanzen Aufbau nur einen einzigen Wohlordnungsschluß. 
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6. Es wird sich zeigen, daß die Dimension des Raumes (wird in $ 5 definiert) keinen 
großen Einfluß auf die Operatorentheorie hat, abgesehen davon, daß in endlichdimensio- 
nalen Räumen viele Beweise einfacher zu führen sind, weil dort die Mannigfaltigkeit 
der Operatoren nicht sehr groß ist. Viel wichtiger ist für viele Fragen der Operatoren- 
theorie der Grundkörper 2 des Raumes, und deshalb ist es wohl gerechtfertigt, die Räume 
nach ihren drei möglichen Grundkörpern verschieden zu benennen, dagegen Eigenschaften 
wie Separabilität usw. nicht in den Namen der Räume zum Ausdruck zu bringen. Deshalb 
wollen wir jeden Raum mit 2 = ÄK einen Hülbertschen Raum nennen, ohne Rücksicht 
auf seine Dimension. Für Räume mit 2 = AR hat sich der Name reeller Hilbertscher 
Raum eingebürgert. Ist aber 2 =0, so heiße R ein Wachsscher Raum. 


$S 3. Operatoren. 


1. Ein Operator (linear transformation) A ist eine Funktion, die den x aus einer 

Linearmannigfaltigkeit DEN Werte y= Ar aus R so zuordnet, daß 
A(za + yb) = (Az)a + (Ay)b, 

während sıe den z€eZ® nichts zuordnet. D heißt der Definitionsbereich, die Menge der 
sinnvollen Az (d. ı. die Menge der Ax, reD) heißt der Wertebereich von A. It D- NR, 
so heißt A überall definiert. A ist Fortsetzung von B(A=2B,B<= A), wenn aus y= Br 
folgt y= Az, d. h. wenn der Definitionsbereich von A den von B enthält und wenn in 
letzterem A und B an Jeder Stelle gleiche Werte annehmen. A = B bedeutet A<=B 
und B<=A, d.h. Operatoren sind gleich, wenn sie denselben Definitionsbereich haben 
und in ihm überall gleiche Werte annehmen. Stets ist AO = 0. Ist M eine Teilmenge 
des Definitionsbereichs von A, so sei AM die Menge der Ar, zeM. 

Ist AEZ (Zentrum von 2), so gilt identisch 


(za + yb)A = (zA)a + (yA)b. 
Durch 
N = x1 


wird daher jedem AEZ ein wohlbestimmter Operator A zugeordnet, den wir später mit 
JE bezeichnen werden. Für AEZ schreibt man auch 


Az = si. 
Spezialfälle A=1 bzw. 4=0 sind: Der Operator, der jedes x sich selbst zuordnet, 
heiße E; der Operator, der allen Elementen von R die O0 zuordnet, werde — ohne 


Verwechslungsgefahr — 0 geschrieben. Man beachte, daß Az für 2= (,JENR nicht 
definiert ist. 
2. A + B,AA (AEZ), AB, lim A,„, A”, A* werden wie bei Stone [1] S.35ff. definiert: 


nn 


(A + B)x = Ax-+ Bi, wenn Ax und DBz sinnvoll sind, sonst (A + B)x sinnlos; 
(AA)x = A(Ax), wenn AEZ und Ax sinnvoll, sonst sinnlos; (AB)xz = A(Brx), wenn 
Bx und A(Bx) sinnvoll sind, sonst sinnlos; (lim A„)x = lim(A,„x), wenn A„z für alle 


n>» n>&o 


hinreichend großen n sinnvoll ist und konvergiert, sonst sinnlos; diese Operatoren 
existieren immer. Wenn aus Az = 0 folgt x = 0, so wird A” so erklärt: A" ordnet den y 
aus dem Wertebereich von A das (existierende und eindeutig bestimmte) x mit Ar = y 
zu (A'y = x), den übrigen yordnet A”" nichts zu. A* wird, wenn der Definitionsbereich 
von A in R dicht ist, so erklärt: A* ordnet den und nur den y etwas zu, zu denen es ein 
zENR mit 


(A T, Yy) (r, 2) 
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für alle x des Definitionsbereichs von A gibt; dies z ist dann eindeutig bestimmt, und 
man setzt 
Ay 2 

Diese Verknüpfungen genügen u. a. folgenden Regeln: 

A+B=B-+HA. 

(A+B)+C=A+(B-+C). 

A—B=A+(—1)B. 

AU=0. 

VA<0. 

(AB)C = A(BC). 

(A+B)C=AC+BC. 

A(B+C)>2AB+ AC (das Zeichen = gilt z. B., wenn A überall definiert ist). 

(lim A„) B = lım (A„B). 


Nn—> X n>2 

(AB) ' = BAT, wenn A” und B”" existieren. 

Aus A<B folgt A*> B*, wenn A* existiert. 

(A + B)* > A* + B*, wenn (A + B)* na Zeichen = gilt z. B., 

(AB)* > B*A*, wenn A* und (AB)* existieren Jwenn A beschränkt ist. 

(AE)* — AE (AEZ). 

(A*)" —= (AT')*, wenn A’, A* und (A”")* existieren. 
Die Operatoren bilden also keinen Ring. 

Das orthogonale Komplement der abgeschlossenen Hülle des Wertebereichs von A 
ist, wenn A* existiert, die Menge der x mit A*r=(. 

A heißt abgeschlossen, wenn aus 2, — x, Axz„— y folgt, daß Ax sinnvoll und = y ist. 
A* ist, wenn vorhanden, immer abgeschlossen. 

3. A heißt stetig, wenn bei sinnvollen Ax, und Ax aus 2,— x stets Au, — Az folgt. 
A heißt beschränkt (Stone: bounded linear transformation with domain R), wenn A 
überall definiert ist und es ein cER so gibt, daß 

|Arl<cie| 

für alle ve gilt. Dann ist A stetig und A* ist beschränkt; letzteres beweist man mit 
lolgendem Hilfssatz: Ist jedem zENR ein f(x)EZ so zugeordnet, daß identisch 


f(xa + yb) = f({x)a + f(y)b 
ist und daß aus =, — x folgt f(x.) > f(x), so gibt es genau ein ge derart, daß für alle x 


f(x) = (2, 8) 

gilt '%). Es gibt unbeschränkte überall definierte Operatoren. Mit A und Bsind A + B, 
A (A€EZ), AB beschränkt. 

A heißt hermitesch,h wenn A<A*, selbstadjungiert oder hypermaximal, wenn 
A = A*, nichtnegativ definit (A Z 0), wenn A selbstadjungiert und stets (Ax, x) 20 
ist. Beschränkte hermitesche Operatoren sind also von selbst selbstadjungiert. Zu jedem 
beschränkten und nichtnegativ definiten Operator M gibt es einen ebensolchen Operator 
N mit M = N®, und ist € beschränkt, CM = MC, so folgt CN = NC"), 

sin Projektor (Einzel-, Projektionsoperator, projection) ist ein beschränkter 
hermitescher Operator P mit P?= P. Sein Wertebereich M ist Unterraum, und für 
zeM ist Pr=r, für zEREM ıst Pr=(. Ist umgekehrt M ein Unterraum, so ist 
der Operator, der jedem ER das yeM mit x — y 1 M (82,4) zuordnet, ein Projektor; 

10) Rellich [1] $.345f., Löwig [1] $. 11f., Rieß [2] S. 37. 

11) Weeken [1]. 
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so hat man eine eindeutige Beziehung zwischen der Menge aller Projektoren und der 
Menge aller Unterräume. P und Q seien Projektoren, M und N die zugehörigen Unter- 
räume. Dann ist PO = @P dann und nur dann, wenn PRENR (oder OM<M). Und 
zwar ist dann PQ der zu MAN gehörige Projektor; ist M>N, so ist P— Q der zu 
M ES N gehörende Projektor, und ist M I N, so ist P +0 der zuM 8 WR gehörende 
Projektor. 
Eine „isomorphe‘“ Abbildung zweier Linearmannigfaltigkeiten aufeinander, eine 
Abbildung <> Ux also mit den Eigenschaften 
U(x + y)= Ux + Uy, 
U(za) = (Ux)a, 
(Ux, Uy) = (8, Yy) ) 
ist ein isometrischer Operator. Ist A Definitions- und Wertebereich, so heißt U unıtar. 
Die unitären Operatoren sind genau die beschränkten Operatoren U mit 
UVU = UV’ mE. 
Zwei Operatoren A und B heißen unitäräquivalent, wenn es ein unitäres U mit 
UAU'=B 
gibt !?). 
4. Die Menge der Paare {x, y}, zER, yER, bildet bei der Verknüpfung 
ty} tete,yty) 
{%, ya = {Xa, ya} 
(da, Ye, y’ = (se) + (y, y') 
einen Raum, den wir R°® nennen wollen. In ihm erklären wir die Operatoren YV und F 
durch 
Vay=iy — x}, 
Fia, y} Br: {2 0}. 
Dann ist V?—= — E, V* = — V, V unitär, F Projektor. Den Wertebereich FR? von F, 
die Menge der {x, O} (zER), nennen wir den Abszissenraum, sein orthogonales Komple- 
ment (E — F)R?, die Menge der {0, y} (yER), den Ordinatenraum. 
Jedem Operator A in AR wird durch 
A{z, y} = {Ax, Ay}, wenn Ax und Ay sinnvoll sind, 
A{x, y} sonst sinnlos 
ein Operator A in R? so zugeordnet, daß 
(A+B)=A+B. 
(AA) = AA (AEZ). 


(AB) = AB. 
lim A, = lim A,. 
zu u Fi, 


= _ wenn eine der beiden Seiten existiert. 
Ar m A” 

Ferner wird jedem Operator A von Rals Bild B, die Menge aller {x, Ax} zugeordnet, 
wo x den Definitionsbereich von A durchläuft. Dies ist eine eineindeutige Abbildung der 
Menge aller Operatoren von R auf die Menge aller derjenigen Linearmannigfaltigkeiten 
in R°, die mit dem Ordinatenraum den Durchschnitt 0 haben (d. h. die sich eindeutig 
in den Abszissenraum projizieren). Insbesondere ist jede Linearmannigfaltigkeit, die im 
Bild eines Operators enthalten ist, selbst Bild eines Operators. 


12) Stone [1] S. 49-85. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 1] 
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A = B ist gleichbedeutend mit B/<%Bz. A ist genau dann abgeschlossen, wenn 
®, abgeschlossen (d. h. Unterraum) ist. 
A seı ein abgeschlossener Operator. Dann existiert A* dann und nur dann, wenn 
RR: 8 VB, Bild eines Operators ist, und zwar ist dann 
Be = Mo VB. 
Beweis. Die Gleichung 
(Az, Yy) u (x, 2) 
ıst mit 
({y, 2}, V{x, Ax}) = 0 
gleichwertig, wie man sofort sieht. Existiert also A*, so sind {y, z}€ B4-und {y, 2} 1 VB4 
gleichwertig. Und A* existiert genau dann, wenn oben z durch y eindeutig bestimmt ist; 
das ist aber genau dann der Fall, wenn es kein {0,2} #0 in #® & V34 gibt, d. h. wenn 
NR: © VB4 Bild eines Operators ist. 
Ist A abgeschlossen und A* vorhanden, so folgt durch Anwenden des unitären 
Öperators V auf 
RR = Bar 8 VB, 
weil V?—= — E und darum V?B, = Bu ist, daß 
NR? — VB 8 Bu, 
daher A** — A. Unter denselben Voraussetzungen ist 
(AHA +E)"=H 
ein beschränkter hermitescher Operator mit (Hz, x) >0 (x =+0)'?). 


S$S 4. Vertauschbarkeit. 

l. Nachdem wir nun die wichtigsten grundlegenden Definitionen und Sätze ohne 
Mühe in unsere allgemeinen Räume übertragen haben, soll, bevor Neues in Angriff ge- 
nommen wird, das Wichtigste über den von v. Neumann [2] und Rieß [1] gebrauchten 
Vertauschbarkeitsbegriff zusammengestellt werden. Ich halte es für aussichtlos, die 
Vertauschbarkeit allgemeiner, als es hier geschieht, in vernünftiger Weise definieren 
zu wollen. 

Wir schreiben 

CvA, 
wenn (€ beschränkt ist und 
CA=AC 
eilt. 
Aus CvA und CvB folgt CvA + B und CvAB. 
Beweis. C(A + B)=CA+CB<sAC+BC=(A+B)C, 
CAB=zZACB<ABEC. 
Aus CvA und DvA folgt C + DvA und CDvA. 
Beweis. (C+D)A=CA + DA<SAC+LADSA(+D), 
CDA=<CAD<SACD. 

AEVA(AEZ) gilt allgemein. Sind A und B beschränkt, so sind AvB und BvA 
gleichbedeutend. 

Existiert A', so folgt aus CvA, daß CvA. 

Beweis. Es ist zu zeigen, daß dann aus der Existenz von CA"z folgt, daB A’Cx 


13) v, Neumann [3] bis S. 302. 








+) 
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existiert und = CA"zist. Existiert CA "x, so existiert (nach Definition des Operatoren- 
produktes) A”'x, nach Definition von A! ist 2 — A A'x, daher 
Czı=CAATz= ACAT"z, 
letzteres wegen CA<AC (Vor.). Cx liegt demnach im Wertebereich von A, A "Cr 
existiert, und es ist 
AT'Cx= CATz. 
Aus CvA,(n=1,2,...) folgt Cv lim A,. 


N 


Beweis. Existiert C lim A„x, so ist A„z für hinreichend große n sinnvoll und 


n> © 
konvergent; wegen der Stetigkeit von C und wegen CvA, gilt 
C lim A„x = lim CA„x = lim (A„Cx) = (lim A„)Cx. 

Güt C„vA, ıst lim C,„ ein beschränkter Operator und ist A abgeschlossen, so gilt 
lim C„vA. 

Beweis. Ist Az sinnvoll, so konvergieren lim C„x und lim AC,„xz (weil AC„e—=(„Ax 
ist); wegen der Abgeschlossenheit von A folgt, daß auch A lim C„x existiert und 

A lim („x = lim AC,„t = lim C„Ax 
ist. 

Die ıinteressanteste dieser Regeln ist aber diese: 

Wenn A* existiert, so folgt aus CvA, daß C*vA*. 

Beweis. Dann ist der Definitionsbereich von CA gleich dem von A, also in R dicht, 
(CA)* existiert. Wegen CAs AC ist erst recht der Definitionsbereich von AC in R 
dicht, (AC)* existiert, und es ist 

(AC)* < (CA)*. 
Nach der Regel über den zu einem Produkt adjungierten Operator aus $ 3,2 folgt (C 


ist ja beschränkt) 
C’A?S(AC)”S (CA)* = A'C". 
Hieraus folgt: Existiert noch A**, so gilt 
CC yA”, 

2. Es sei R= MEN (in dieser Formel ist enthalten, daß M und N orthogonale 
Unterräume sind, von denen jeder das orthogonale Komplement des andern ist). In 
M sei ein Operator A, mit dem Definitionsbereich ®, gegeben, dessen Wertebereich 
natürlich in M enthalten sein muß. Analog A, mit dem Definitionsbereich D, in WR. 
Dann können wir uns auf folgende einfache Weise einen Operator in R bauen: Als Defini- 
tionsbereich ® nehmen wir D,-1 D, (der Durchschnitt von D, <M und D,<N ist ja 0), 
und ist 2 = y-+2, zED, yED,, zE D,, so setzen wir 

Ax=A,y+ 422. 
Nun kann man sich umgekehrt fragen, ob ein gegebener Operator A als auf solche Weise 
entstanden gedacht werden kann. So kommt man zu der 

Definition. A sei ein Operator in X mit dem Definitionsbereich D, M sei ein Unter- 
raum von R. Wir sagen, M reduziert A, wenn es Linearmannigfaltigkeiten D,< M 
und DE REM so gibt, daß folgende drei Bedingungen erfüllt sind: 

1. A nimmt in ®, nur Werte aus M an. 

2. A nimmt in D, nur Werte aus ROM an. 

3. D= Dd, + D.. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist natürlich Dd, = DrM und , = Dr (RS). 


Ist noch P der zu M gehörige Projektor, also M der Wertebereich von P und REM 
11* 
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der Wertebereich von E — P, so kann man bei Beachtung dieser Bemerkung die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß M den Operator reduziert, auch 
in folgender Form schreiben: 

1. AP= PAP. 

2. AIE— P)=(E— P)A(E—P.). 

3. A=AP+A(E— P)"). 
In der Tat: 1. besagt, daß die Werte, die A an Stellen annimmt, die in der Form Px 
geschrieben werden können (d.h. die in M liegen), bei Anwendung von P ungeändert 
bleiben, also gleichfalls in M liegen, folglich nimmt A im Durchschnitt seines Definitions- 
bereichs mit M nur Werte aus M an. Entsprechend besagt 2., daß A in D-A(REM) 
nur Werte aus ROM annimmt. Und schließlich besagt 3., daß mit x stets auch Px 
und (E — P)x im Definitionsbereich von A liegen, d.h. 


D= (DAM)I(DANRSM)). 
Diese drei Gleichungen sind nun aber mit 
PvA 
gleichwertige. Denn sind jene erfüllt, so ist 
PA= PO/AP+A(E— P))= P(AP+(E— P)JA(E—- P)J)= PAP+O0A(E—P) 
= AP+OA(E— P)zAP. 
Umgekehrt sei PvA erfüllt. Dann ist 
PAP=<AP?:= AP; 
weil aber beide Seiten denselben Definitionsbereich haben, gilt sogar 


PAP=AP. 
Aus EvA und PvA folgt (E — P)vA, und weil auch E — P Projektor ist, gilt entsprechend 
(E— P)AIE— P)=A(E—P.). 
Schließlich folgt 
A=PA+(E—- P)J)A<AP+A(E—P), 
darum 1) 
A=AP+A(E— P)'). 

Zusatz. Ist C beschränkt und führen C und C* den Unterraum M in eine Teil- 
menge von M über, so reduziert M den Operator C ®). 

3. Wir haben in $3,4 den Operatoren A in A Operatoren A in R? zugeordnet. 
Ferner führten wir V und F ein. Es gilt 


VvA und FvA. 
Denn ist A{x, y} sinnvoll, d.h. sind Ax und Ay sinnvoll, so ist 
VAfx, y} = {Ay, — Ax} = AVfx, y}, 
FA{x, y} = {Az,0} = AF{x, y}. 

Es gilt aber auch die Umkehrung, nämlich: 
Ist D ein Operator in ®°, gilt VoD und FvD, so gibt es einen Operator A ın R mit 
A=D. 

Beweis. F ist der zum Abszissenraum gehörige Projektor, aus FvD folgt darum, 


daß D in der zu Anfang von $4,% erklärten Weise aus einem Operator im Abszissen- 
raum und einem Operator im Ordinatenraum zusammengebaut ist: Es gibt Operatoren 


14) A>AP+ A(E— P) gilt identisch. 
15) In anderer Form s. v. Neumann [1] IV. 
16) Stone [1] S. 152. 
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A und Bin ®R so, daß 

D{z, y} = {Az, By}, 
wenn Ax und By sinnvoll sind, und D{x, y} sonst sinnlos ist. Denn jeder Operator 
im Abszissenraum ist ja eine Transformation 


{2,0}>{Ax, 0} 
bei passendem Operator A in R; entsprechend für den Ordinatenraum. Aus VvD folgt nun 
(By, — Aa} = VDfa, 9} = DVfa,y) = {Ay — Ba), 
sowie Ax und By sinnvoll sind. Vergleich der Abszissen liefert <A, Vergleich der 


Ordinaten liefert A< B, zusammen A = B. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Ist 8, das A in $ 3. 4 zugeordnete Bild und C beschränkt, so ist CvA gleichwertig mut 


CDı< Ba. 
Beweis. CvA bedeutet, daß, sowie Ax sinnvoll ist, 
CAs= ACz 
ist; dies ist gleichbedeutend damit, daß, sowie Ax sinnvoll ist, 
{Cx, CAx} = C{x, Az} 
zu ®4 gehört, und letzteres besagt genau CB < B4 "”). 


$5. Die Dimension !“*), 
1. Löwig definiert 18) die Dimension einer Linearmannigfaltigkeit 2 in R als die 


Mächtigkeit eines vollständigen Orthonormalsystems in Q, die, wie er beweist, von der 
speziellen Wahl des Orthonormalsystems unabhängig ist. Er fängt aber mit seiner 
Definition nichts an, sondern rechtfertigt damit nur die Überschrift seiner Arbeit. Wir 
wollen hier, von einer im Wortlaut etwas anderen und ohne vorherigen Existenz- und 
Eindeutigkeitssatz auskommenden Definition ausgehend, in zwei Abschnitten eine 
ausführliche Diskussion dieses Begriffs geben. 

Unter einer Grundmenge ® in der Linearmannigfaltigkeit % verstehen wir '®) 
eine Teilmenge von & mit der Eigenschaft, daß die davon erzeugte Linearmannigfaltig- 
keit ® in & dicht ist, oder, was dasselbe ist, 

BEL<G. 
Haupteigenschaften dieses Begrifis sind: 

Sind die &, Linearmannigfaltigkeiten (» durchläuft eine beliebige Menge von 
Indizes), ist ©, für jedes » eine Grundmenge in %, und sind alle 2, zusammen- 
genommen eine Grundmenge in der Linearmannigfaltigkeit M, so sind auch alle &, 
zusammen schon eine Grundmenge in M. Man beachte den Spezialfall, daß nur ein 
einziges 2, vorgelegt ist. 

Ist & Grundmenge in & und ist A ein stetiger Operator, dessen Definitionsbereich 
X enthält, so ist auch A® Grundmenge in AR. 

Bekanntlich gibt es in jeder nichtleeren Menge von Kardinalzahlen eine kleinste. 
Die Menge der Mächtigkeiten aller Grundmengen in einer gegebenen Linearmannig- 
faltigkeit % ist nicht leer, denn es gibt Grundmengen in & (z. B. 2 selbst). Daher dürfen 
wir definieren: 





17) Warnung: Dieser Satz eignet sich nicht zu einer Verallgemeinerung des Vertauschbarkeitsbegriffs. 

17a) Zus. b. d. Korr. Inzwischen hat H. Löwig in einer Arbeit: „Über die Dimension linearer Räume“, 
Studia math. 5 (1935), 18—23 ähnliche Ergebnisse gewonnen. 

18) Löwig [1] S. 32. 

19) Mit geringer Abweichung von Hausdorff [1] S. 29. 
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Die Dimension einer Linearmannigfaltigkeit X (geschrieben Dim £) ist die kleinste 
unter den Mächtigkeiten aller Grundmengen in ®. 

2. Die von endlich vielen Elementen von R erzeugte Linearmannigfaltigkeit ist 
stets ein Unterraum ®). Hieraus folgt: 

Gibt es in X eine Grundmenge, die nur aus n Elementen (n < &) besteht, so ist 
X der von diesen n Elementen erzeugte 2-Rechtsmodul, also höchstens vom Rang n. 
Umgekehrt gilt trivialerweise: Ist 2 ein 2-Rechtsmodul vom Rang n < ©, so gibt 
es in 2 eine Grundmenge von n Elementen (nämlich eine Basis). Zusammengenommen: 

Dim X hat genau dann den endlichen Wert n, wenn X ein Z-Rechtsmodulvom Rang n ist. 


Und setzt man, wie ım folgenden stets, 
00 
Zi=a, 
v0 


so ist U dann und nur dann separabel, wenn Dim X <a ist). 
3. Ist A ein stetiger Operator, dessen Definitionsbereich die Linearmannigfaltig- 
keit X enthält, so ist 
Dim AU <= Dim t. 


Denn die Dimension von AXistnicht größer als die Mächtigkeit der Grundmenge A® von 
AX, wo für © eine beliebige Grundmenge von 2 — auch eine solche mit der Mächtig- 
keit Dim & — eingesetzt werden darf. Abschätzungen in umgekehrter Richtung werden 
wir erst in $6 gewinnen. 

Eins aber sieht man jetzt schon: 

Sind Z und M zwei separable Linearmannigfaltıgkeiten, die eineindeutig linear auf- 
einander abgebildet sind, so ıst 

Dim & = Dim W. 

Beweis. Hat X die endliche Dimension n, so auch M, weil dann X und M beide 
endliche Z-Rechtsmoduln vom Rang nr sind. Dasselbe gilt, wenn M endliche Dimension 
hat. Sind aber Dim 2 und Dim M beide unendlich, so sind sie auch gleich, nämlich 
beide = a. 

4. Y und M seien Linearmannigfaltigkeiten, 2Z=EM, Lın M dicht (z.B. M = 2). 
Dann ıst . 

Dim 2 = Dim W. 

Beweis. Ist Dim M <a, so ist 2 Unterraum; aus 


LEMSL-=L 
folgt also 2 —= M, Dim 2 = Dim M. Es sei also Dim M > a. Dann ist einerseits Jede 
Grundmenge in 2 auch Grundmenge in M, also Dim 2 2 Dim M. Ist andererseits © 
eine Grundmenge in M von der Mächtigkeit Dim M, so wähle man zu jedem ge © eine 
Folge f, € &mitlim f, = g aus und bezeichne die Menge all dieser /, mit %; dann hat % 


Nn>& 


höchstens die Mächtigkeit 
aDim M = Dim M, 


und wegen 


an 


FELREM<SGS 


20) Hausdorff [1] S. 298. 
21) Vgl. Hausdorff [1] S. 291. 
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ist {5 Grundmenge in %, deshalb 
Dim £ < Dim M ??) 3), 

5. Die 2, seien paarweise orthogonale Linearmannigfaltigkeiten, deren Vereinigungs- 
menge Grundmenge ın der Linearmannigfaltigkeit X sei; » durchläuft eine beliebige Menge 
von Indizes. Dann ıst 

Dimt = = Dim $,. 

Beweis. Es sei ©, der von %,, © der von X erzeugte Unterraum. Dann sind die 
©, paarweise orthogonale Unterräume, die zusammen den Unterraum © erzeugen, 
und nach dem eben Bewiesenen ist 

Dim %, = Dim &,, 

Dimt =Dim ©: 
die Behauptung reduziert sich also auf 

Dim © = - Dim &,. 
Ist Dim © endlich, so ist © die direkte Summe der endlichen Z-Rechtsmoduln &,, und 
alles ıst klar. Sei also Dim © unendlich. Ist dann ©, eine Grundmenge in ©,, so bilden 
alle &, zusammen eine Grundmenge in ©, daher 

Dim © = 2 Dim ©,. 
Umgekehrt sei & eine Grundmenge in © mit der Mächtigkeit Dim ©. P, sei der zu &, 
gehörige Projektor. Dann werde ©, definiert als P,&, wo aus P,® aber die Nullen 


weggelassen werden sollen. Wegen der Orthogonalität der ©, gilt die Gleichung 
|g|? une P,g 2 


y 


für alle ge, zu jedem ge & gibt es also höchstens abzählbar viele » mit P,g #0. 
Ist d, die Mächtigkeit von ®,, so folgt 
SD, <aDim © = Dim ©. 


Andererseits ist P, ein stetiger Operator; weil nun ® Grundmenge in © ist, muß P,& 
Grundmenge in P,©& sein, d.h. ®, ist Grundmenge in &,, hieraus folgt 
Dım &, s>D,, 
mithin 
2 Dim ©, z2SD, < Dim ©. 
v 


6. Dieser Satz gestattet viele Anwendungen. 
PB sei ein vollständiges Orthonormalsystem ın der Linearmannigfaltıgkeit %, d.h. 


das Orthonormalsystem ®< X habe die Eigenschaft, daß für alle ze gılt 
= pl&Pp). 


Dann ist die Dimension von X gleich der Mächtigkeit von ®. 
Beweis. Ordnet man Jedem pE ® den von p allein erzeugten Unterraum %, zu, 
so erfüllen die 2, und X die Voraussetzungen des eben bewiesenen Satzes, und alle %, 


haben die Dimension 1. Daher 
Dim 2 = - 1. 


Rechts steht aber gerade die Mächtigkeit von ®. Hiermit ist die Übereinstimmung 
unseres Dimensionsbegriffs mit dem Löwigschen nachgewiesen und zugleich gezeigt, 


22) Bis hierher gilt alles in beliebigen linearen metrischen Räumen. 

23) Jetzt kann man die Übereinstimmung unserer Dimension mit Löwigs Dimension so einsehen: Es genügt, 
das Übereinstimmen für Unterräume zu zeigen. Einerseits ist aber jedes vollständige Orthonormalsystem eine Grund- 
menge, andererseits stellt das von Rellich [1] S. 356 angewandte Orthogonalisierungsverfahren aus jeder Grund- 
menge ein vollständiges Orthonormalsystem von nicht höherer Mächtigkeit her. 
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daß alle in derselben Linearmannigfaltigkeit vollständigen Orthonormalsysteme gleiche 
Mächtigkeit haben. 
© sei ein Unterraum, und die d, seien Kardinalzahlen mit der Eigenschaft 
Dim SS = = d,. 
Dann gibt es paarweise orthogonale Unterräume ©, in © mit den Dimensionen 
Dim ©, = d,, 
dıe zusammen © als Unterraum erzeugen. 

Beweis. ‘B sei ein vollständiges Orthonormalsystem in ©, also von der Mächtig- 
keit Dim ©. Dann gibt es Jedenfalls eine Zerlegung von ® in paarweise fremde Teil- 
mengen ®, von der Mächtigkeit d,. Für ©, kann man den von ®, erzeugten Unterraum 
nehmen. 

Zwei Unterräume © und T mögen dieselbe Dimension haben. Dann kann man 
den einen durch einen isometrischen Operator auf den andern abbilden. Sind nämlich 
" und & vollständige Orthonormalsysteme in © bzw. T, so kann man jedenfalls die 
gleichmächtigen Mengen ® und & eineindeutig aufeinander abbilden. Es ist leicht zu 
sehen, daß sich diese eineindeutige Abbildung eindeutig zu einer isometrischen Abbildung 
von © auf T fortsetzen läßt. 

Sınd 2 und M zwei Linearmannigfaltigkeiten mit XZM, so ist 


Dim & < Dim M. 
Beweis. Dim & — Dim & < Dim &+Dim (Me OU =Dim NM = Dim M. 


S 6. Weitere Sätze über die Dimension. 


1. In diesem Abschnitt sollen einige Sätze über das Verhalten der Dimension bei 
Abbildungen und das Additionstheorem bewiesen werden, die in separablen Räumen 
trivial sind, die aber im allgemeinen Fall nicht ganz so einfach wie die Ergebnisse des 
vorigen Abschnitts sind. Die Quelle all dieser Sätze ist folgende Tatsache: 

A sei ein stetiger Operator, dessen Definitionsbereich das Orthonormalsystem ® enthält. 
Dann kann man ‘% so in höchstens abzählbar unendliche Klassen zerlegen, daß, sowie pe ® 
und ge®B ın verschiedenen Klassen liegen, Ap | Ag gült. 

Beweis. Unter einer pe® und gE®% verbindenden Kette verstehen wir für den 
Augenblick eine Reihe 

P=PoP»:-»P„=19 
von Elementen von ®%, in der 


(Ap„» Apı) #09,.., (AP, » Ap,) #0. 
Nach einem in $3,3 angeführten Hilfssatz über stetige lineare Funktionen gibt es zu 
jedem yet ein zin dem vom Definitionsbereich von A erzeugten Unterraum derart, daß 


(Az, y) = (8, 2) 
ist für alle x des Definitionsbereichs von ©. Ist pe B und setzt man y = Ap, so gibt es 
nach $ 2,3 zu dem zugehörigen z höchstens abzählbar viele p,€ P mit (p,,2) #0,d.h. 
höchstens abzählbar viele p, € ® mit (Ap, Ap,) #0. Zu jedem p, gibt es aus demselben 
Grunde höchstens abzählbar viele p, mit (Ap,, Apa) + 0; darum kann man p auch nur 
mit höchstens abzählbar vielen g durch eine Kette von der Länge 2 verbinden. Analog 
kann man p nur mit höchstens abzählbar vielen g€E ® durch eine Kette von der Länge n 
verbinden, also kann man p überhaupt nur mit höchstens abzählbar vielen ge durch 
eine Kette verbinden. Die Verbindbarkeit zweier Elemente von ® durch eine Kette 
ist nun offenbar eine Äquivalenzrelation, die eine Klasseneinteilung von ® liefert. In 
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dieser muß offensichtlich für p und g aus verschiedenen Klassen stets Ap _| Ag gelten, 
sonst wären Ja p und g durch eine Kette von der Länge 1 verbindbar. Und daß die so 
entstehenden” Klassen nie überabzählbar sind, wurde eben gezeigt. 

Dieselbe Schlußweise liefert noch etwas mehr: Sind A,, A», . . . höchstens abzählbar 
viele stetige Operatoren, deren Definitionsbereiche alle ® enthalten, so kann man %® 
auch in höchstens abzählbare Klassen so zerlegen, daß, wenn p und q in verschiedenen 
Klassen liegen, sogar 

Aunp Ang 
für alle m und alle n. Es ist wohl nicht nötig, das im einzelnen auseinanderzusetzen. 

2. Wir ziehen eine erste Folgerung. 

Die Linearmannigfaltigkeit © sei durch den stetigen Operator A eineindeutig auf die 
Linearmannigfaltigkeit X abgebildet. Ist dann ®B ein Orthonormalsystem in ©, so ist die 
Dimension von X nicht kleiner als die Mächtigkeit von ®. 

Beweis. Wir teilen Bin die Klassen ®, aus $6, lein. ©, seien die von den einzelnen 
Klassen ®, erzeugten Linearmannigfaltigkeiten (» durchläuft, wie immer, eine beliebige 
Menge von Indizes). Weil ®, Grundmenge in &, ist, ist A®, Grundmenge in A&,, 
folglich ist A&, separabel. Nach $5,3 folgt (weil auch ©, separabel ıst) 

Dim &, = Dim A&,. 
Nach Konstruktion der Klasseneinteilung sind aber verschiedene AS, orthogonal, darum 
sind auch verschiedene A&, orthogonal. Ist 2’ die von allen A&, zusammen erzeugte 
Linearmannigfaltigkeit, so ist 2’<X und nach $5,5 
2 Dim A&, = Dim &’. 


Ist noch d, die Mächtigkeit von ®, und d die von ®, so ist nach $5,6 
d, = Dim ©,, 
also 
d= Id, = & Dim &, = & Dim A&, = Dim & < Dim ®. 

Ist insbesondere die Mächtigkeit von ® gleich Dim © (ist z. B. Bin © vollständig), 

so kann man aus $5,3 und dem eben Bewiesenen sofort schließen 
Dim © = Dim ®. 

Weil es in Unterräumen stets vollständige Orthonormalsysteme gibt, folgt: 

Alle eineindeutigen stetigen linearen Bilder eines Unterraums haben die gleiche Dimen- 
sion wie der Unterraum. 

Dies letztere Ergebnis hätten wir auch auf anderem Wege erhalten können: Nach 
dem auch in $6,1 benutzten Hilfssatz (den man aber dort leicht eliminieren kann) 
gıbt es unter der Voraussetzung, daß © Unterraum ist, zu jedem y€e Sgenaueinz= Hye€©& 
mit 

(A2,Ay)= (2,29. 
H ist, als Operator in © angesehen, beschränkt und hermitesch. Ordnet man jedem 
+0 aus S als M(f) die aus f, Hf, H®f,... bestehende Menge zu, so sind die Voraus- 
setzungen von $ 2,5 erfüllt; es gibt also Elemente f, #0 in © so, daß die &, = Mf,) 
paarweise orthogonal sind und zusammen den Unterraum © erzeugen. Aus HS,= ©, 
folgt (Ax, Ay) = (Hx, y) = 0, sowie re &,,ye&,»r#+ u. Die ©, und die AS, sind 
separabel, und auch die A&, bilden zusammen eine Grundmenge in %; daraus folgt 
Dim © = = Dim ©, = - Dim A&, = Dim &. 
Der hier skizzierte Weg führt mit trivialer Abänderung auch zu den gleich abzuleitenden 


Sätzen über abgeschlossene Operatoren. 


Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 12 
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3. A sei ein abgeschlossener Operator, D sein Definitionsbereich, 2 sein Wertebereich. 
AT" existiere, d.h. A vermütle eine eineindeutige lineare Beziehung zwischen D und &. 
Dann ist 

Dim D = Dim. - 

Beweis. Der in $3,4 eingeführte Operator F ist als Projektor stetig und führt 
B, eineindeutig in {D, 0} (die Menge der {x, 0}, zeD) über. Genau so ist E—F ein 
stetiger Operator, der ®, eineindeutig in {0, 2} überführt (eineindeutig wegen der 
Existenz von A”"). Weil nach Voraussetzung ®4 Unterraum ist und weil man trivialer- 
weise D und % isometrisch auf {D, 0} bzw. {0, 2} abbilden kann, ist 

Dim D® = Dim {P, 0} = Dim 8, = Dim {0, %} = Dim ®. 

A sei ein beliebiger abgeschlossener Operator des Raumes R. Dann gibt es paarweise 
orthogonale separable Unterräume von R, die A reduzieren ($A,2) und die zusammen den 
Unterraum W erzeugen. 

Beweis. ® sei ein vollständiges Orthonormalsystem in B,. Nach dem Zusatz zu 
$6,1 gibt es zu den beiden stetigen Operatoren, die den {x, Ax}Ee 8, die Elemente x 
bzw. Ax von R zuordnen, eine Einteilung von ® in höchstens abzählbare Klassen derart, 
daß, wenn {x, Ax}e B und {y, Ay}e B in verschiedenen Klassen sind, _ | yund Ar_\Ly 
undz_|LAyund Ax_| Ay gilt. Sind ©, die von den verschiedenen Klassen von Bin ®, 
erzeugten Unterräume, so gilt natürlich x_| y, Ax_Ly, x<_L_Ay, Ax_| Ay auch schon, 
wenn {zx, Ax} und {y, Ay} in verschiedenen ©, sind. Wir setzen nun 


© = Bı 8 ©, 
und definieren D,, %,, D, und %, durch 
{D,, 0} =F6&,, {0, 2,} u (E— F) ,, 
{D,,0} = FE, (0, %} = (E — F)&. 
Aus 
Bu a —— ©, ® S&, 
folgt dann 
D=- DD, 
und es ist, wenn RN, der von D, und &, zusammen erzeugte Unterraum ist, 
DEN, AD = UEN,, 
. L.R, AD=-EILN. 


Nach $4,2 reduzieren demnach alle R, den abgeschlossenen Operator A. Mit den &, 
sind die D, und die 2, und darum auch die R, separabel. Der von allen R, erzeugte 
Unterraum enthält aber Definitions- und Wertebereich von A. Sein orthogonales Komple- 
ment darf man also in beliebiger Weise in paarweise orthogonale separable (z. B. ein- 
dimensionale) Unterräume zerlegen, diese werden A trivialerweise auch reduzieren. 

Aus dem damit bewiesenen Satz folgt, daß es irreduzible abgeschlossene Operatoren 
nur in separablen Räumen gibt. 

In den separablen Linearmannigfaltigkeiten ®, des obigen Beweises liefert uns 
das E. Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren vollständige Orthonormalsysteme. 
Wählt man in jedem ®, eins aus und setzt man all diese Systeme zusammen, so erhält 
man in D ein vollständiges Orthonormalsystem. 

Dies Ergebnis, daß der Definitionsbereich jedes abgeschlossenen Öperators ein 
vollständiges Orthonormalsystem enthält, legt die Frage nahe, ob es überhaupt Linear- 
mannigfaltigkeiten gibt, in denen kein vollständiges Orthonormalsystem existiert. Diese 
Frage hat Wecken im bejahenden Sinne beantwortet °*). Der Grundgedanke seiner Kon- 


24) Rellich [2] 8. 6, 7t. 
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struktion ist folgender: Man kann eine linear unabhängige Teilmenge eines separablen 
Hilbertschen Raums 9 mit der Mächtigkeit des Kontinuums explizit angeben. Ihre 
Elemente f ordne man eineindeutig den Elementen p eines vollständigen Orthonormal- 
systems in einem Raum &, dessen Dimension gleich der Mächtigkeit des Kontinuums 
ist, zu. Nun denke man sich 9 und & senkrecht zueinander in einen großen Raum ein- 
gebettet und bilde in ihm die von den Summen f + p einander zugeordneter f und p 
erzeugte Linearmannigfaltigkeit %. Diese erzeugt mit $ zusammen den Unterraum 
H®®& und ist deshalb nicht separabel, trotzdem bildet der zu 9 gehörige Projektor % 
eineindeutig auf eine in S$ enthaltene Linearmannigfaltigkeit, deren Dimension also 
höchstens a ist, ab. Enthielte & ein vollständiges Orthonormalsystem, so widerspräche 
das dem in $6,% Festgestellten. 

4. Sind © und T Unterräume, D ihr Durchschnitt und ® der von © und T erzeugte 
Unterraum, so ıst 

Dim(TS8D) = Dim(V86). 
Beweis. Es sei P der zu 886 gehörige Projektor, 
PZOo2)=%. 
P ist jedenfalls ein Operator, der TS D stetig in X transformiert. Diese Transformation 
ist eineindeutig, denn P führt Elemente von TSD= % nur dann in O über, wenn sie 
in © liegen, also in Tn& = D, also in (TED) Dd=0. Daher ($6,?2) 
Dim (T8D) = Dim. 

Sund TOD sind zusammen Grundmenge in 3, darum sind P& = Ound P(TEPD) — X 
zusammen Grundmenge in PB = 36886, d.h. L ist in W689 dicht, daher ($5,4) 
Dim £ = Dim (886). 

Hiermit beweist man leicht 
Dim & + Dim T = Dim ® + Dim 9, 
nämlich so: 
Dim & + Dim T = Dim & + Dim (TS D) + Dim D 
— Dim & + Dim (886) + Dim D 
Dim ® + Dim 2. 
Aber es folgt noch mehr, nämlich: 
NR, sei eine wohlgeordnete Menge von Unterräumen: v A see fe die Ordnungszahlen 
0<v<o, wo o eine passende Ordnungszahl ıst. Für r<Soseiı ®, der von den R, mit 
v < reerzeugte Unterraum, B, = 0, und für v < oo habe R, nur O mit ®, gemein. Dann ıst 


Dim 8, = Dim R,. 


Beweis. Es sei für v <o: 
&, = BHı9B,. 
Dann ist, wie soeben festgestellt, 
Dim R, = Dim &, (v<o). 
Die ©, sind nun paarweise orthogonale Unterräume von ®,. U; sei (r S o) der von 
den ©, mit » <r erzeugte Unterraum, U, =0. Aus 
S,< Bp=s B: (v N T) 
folgt U,<%.. Es gilt aber sogar 
u = B, 
Beweis durch transfinite Induktion: r=0 klar. Sei schon U, = 3, für alle v < r, 
Dann ist für » < r sowohl ®,( = U,) wie B,:18 3,(= &,), mithin auch 


R, < B,+H non B,B (9,48 B,) 
12* 
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in U, enthalten, ®;<U,; weil U,< 3, schon bewiesen ist, ist wirklich U, = ®,. Ins- 
besondere ist U, = ®,. Da aber nach $5,5 
Dim U, = 3 Dim &, 

ist, ist die Behauptung bewiesen. a 

5. Bei v. Neumann *) wird, wenn & und M Linearmannigfaltigkeiten mit << M 
sind, eine Zahl Dim M mod X eingeführt, und zwar als Rang des Faktormoduls M mod £, 
wenn dieser endlich ist; sonst wird Dim M mod & = © gesetzt. Dieser Begriff wird 
dort sogar noch verallgemeinert. Die obige Definition ist natürlich nur in separablen 
Räumen vernünftig. Wir werden jenen merkwürdigen Dimensionsbegriff zwar nicht 
brauchen, trotzdem soll hier wenigstens die Möglichkeit seiner Einführung in einer spe- 
ziellen Klasse von Fällen, die aber doch für die Anwendungen ausreicht, bewiesen werden. 

Dazu brauchen wir den Hilfssatz: Jeder abgeschlossene Operator 5 ım Raum fi, 
dessen Definitionsbereich ganz R ist, ist beschränkt. Das beweist man vielleicht am 
einfachsten, indem man den Satz VI bei Hausdorff [1] S. 302f. auf die stetige lineare 
Abbildung 

FBz = {R, 0} 

anwendet. Man kann den Hilfssatz aber auch wie Stone [1] S. 59 ff. für selbstadjungiertes 
B beweisen und dann wie v. Neumann [3] S. 310 den allgemeinen Fall auf das schon 
Bewiesene zurückführen. Der Hilfssatz läßt sich übrigens in der allgemeineren Form 
aussprechen: Sınd B und C abgeschlossene Operatoren und enthält der Definitionsbereich 
von C den von B, so folgt aus lim x„ = x und lim Bx„ = B«x, daß lim Cx„ = Cx. Dies 


folgt aus dem oben angegebenen Spezialfall, indem man die Elemente von 9z parallel 
zum Ordinatenraum so verschiebt, daß sie in Bo fallen, und aus der Abgeschlossenheit 
dieser Transformation wie im folgenden Beweis auf ihre Stetigkeit schließt. In der 
Terminologie von Friedrichs [1] wird diese Überlegung noch einfacher. 

Der Satz, der bewiesen werden soll, lautet: 

X und M seien Linearmannigfaltigkeiten, ZEM, © und T seien Unterräume, 
S=T. DerOperator A vermittle eine stetige und eineindeutige Abbildung seines Definitions- 
bereichs T auf M, die © in X überführt. Dann ist Dim (T8%5) nur von X und M, nicht 
aber von ©, T und A abhängıg. 

Beweis. Es seien auch & und T Unterräume, S<T, und A vermittle eine ein- 
eindeutige und stetige Abbildung seines Definitionsbereichs T auf M, die S in & über- 
führt. Dann ist A”"A ein Operator, der T so auf T abbildet, daß S in Sübergeht. Aus 
MET, m>x und ATım> y folgt ze, Am Ar, An = AATA „> Ay, As= Ay, 
y=ÄA "Ar. Also ist A"A abgeschlossen. Nach $ 6,3 gilt Dim T= Dim T, nach $5,6 
gibt es einen isometrischen Operator U mit dem Definitionsbereich T und dem Werte- 
bereich T. Nun ist UA "A ein abgeschlossener Operator in T mit dem Definitionsbereich T, 
also nach dem Hilfssatz beschränkt. Das heißt: A”"A ist stetig. Darum ist das Urbild U 
des Unterraums T66& in T ein Unterraum. Aus 

T= ©p(T96) 
folgt 
T=614M. 
Wegen $6,4 und $6,2 folgt 
Dim (TS6&) = Dim U = Dim (T8 6). 
3) [1] 8.87. 
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Ob es aber zweckmäßig ist, die so als Funktion von & und M allein erkannte Kar- 


dinalzahl Dim (T&6&) mit Dim M mod % zu bezeichnen, bleibe dahingestellt. 


S 7. Der Spektralsatz. 


1. Auch der Spektralsatz für selbstadjungierte Operatoren gehört wie die ın $3 
zusammengestellten Tatsachen zu den in allen in dieser Arbeit betrachteten Räumen 
gültigen Sätzen. Aber der Umstand, daß (mit Ausnahme von Rellich [3] S. 5f.) in der 
Literatur kein Beweis vorkommt, der dies ganz klar zum Ausdruck kommen läßt *), 
zwingt uns doch zu näherer Betrachtung. Daß alle Beweise, die die Resolvente benutzen, 
nur im Hilbertschen Raum funktionieren, ist klar: Man kann eben (A — )E) * für kom- 
plexes A nur bilden, wenn AE ein Operator ist. Man kann nun zwar aus der Gültigkeit 
des Spektralsatzes im Hilbertschen Raum seine Gültigkeit im reellen Hilbertschen Raum 
und dann auch im Wachsschen Raum erschließen, aber dieser Weg scheint mir nicht 
schön zu sein. 

Erinnern wir uns lieber an Rieß [1], wo der Spektralsatz in einer in all’ unseren 
Räumen gültigen Weise auf folgenden lokalen Zerlegungssatz zurückgeführt wird: 

A sei selbstadjungiert. Dann gibt es einen Projektor P__ (er ıst durch A eindeutig 
bestimmt und heiße der 0- Projektor von A) mit folgenden Eigenschaften: 

. Aus CvA folgt CvP_. 
PBA: 
‚AP... 8, 
. AIE—P_) 20. 

5. Aus Ax=0 folgt P_xr =0. 
Für beschränktes A läßt sich Rieß’ Beweis wörtlich übertragen, einfacher steht der Beweis 
bei Wecken [1]. Für unbeschränktes A ist der Rießsche Beweis auf den Fall = K 
zugeschnitten. Man kann sich aber so helfen: Wie wir aus $3,4 wissen, ist, wenn A 
selbstadjungiert ist, (A?+ E) "= H ein beschränkter selbstadjungierter Operator ®). 
Nicht allzu schwierige Rechnungen zeigen, daß G@ = AH beschränkt und hermitesch ist, 
ferner daß HvG, A= HG. Und daraus folgt durch ähnliche Rechnungen wie bei 
Rieß, daß der zu G gehörige 0-Projektor auch zu A als 0-Projektor gehört. 

2. Es hätte nicht gelohnt, diesen Beweis in den Einzelheiten durchzuführen. Dafür 
wollen wir jetzt einen zweiten Beweis vollständig durchführen. Wir betrachten die 
Form (Az, x) nicht als den x des Definitionsbereichs von A, sondern als den {x, Ar} 
aus B, zugeordnet. Wegen 


ww 


En 


(4x, 2)| < } |{x, Az}]? 
haben wir es mit einer beschränkten Form zu tun. Wenn wir aber ®, orthogonal so 
zerlegt haben, daß (Ar, x) in einem Unterraum von B, negativ, im orthogonalen Komple- 
ment positiv semidefinit wird und der Unterraum sozusagen die Form (Ar, x) reduziert 
(von den unwesentlichen Bedingungen 1. und 5. einmal ganz abgesehen), haben wir 
durchaus keinen Grund zu der Annahme, dieser Tatbestand projizierte sich in den Ab- 
szissenraum. Man muß doch die Voraussetzung benutzen, daß nicht nur A < A*, sondern 
sogar A = A* ist, d.h. 
Bu = dur = MoVB.. 
26) Bei Friedrichs [1] $5 ist allerdings der Spektralsatz für halbbeschränkte Operatoren allgemeingültig 
bewiesen und ein ähnlicher Beweis im allgemeinen Fall angekündigt. 
27) Aus P_vA folgt AP_= P_AP_S(P_AP_)*= (AP_)*<(P_A)*= AP_, darum ist AP_ 
selbstadjungiert. 


28) Dasselbe folgt nach einer Bemerkung von F. J. Wecken durch Anwenden der Sätze Friedrichs’ ([1]) auf 
die Form (z,y) + (Az, Ay). 
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Diese Voraussetzung besagt genau: Jedes Element {x, y} von R? läßt sich in der Form 


{z, y} u. {2, Az} + {AZ, Kir; & 
darstellen (z,£ im Definitionsbereich von A), und 
{2, Az} 1 {Ad, —&}. 
Wir werden daher nicht die Form (Az,z) in 4 betrachten, sondern die Form 
(Az, 2) + (£, AZ) in ganz R®. Und zwar werden wir den hermiteschen Operator D, der 
diese Form erzeugt: 
(Dia, y}, {2, y}) = (Az,2) + (AR), 

explizit angeben. 

3. A sei selbstadjungiert, und B sei der zum Unterraum B, von R? gehörende 
Projektor. F und V seien wie in $3,4 erklärt. V transformiert FR? und BR? in ihr 
orthogonales Komplement, daher 


a VFV'= E —F VE—FV"—-F 
VBV'=E-—B VIE—-BV"'=B. 
Es werde definiert 
(2) D= BFVB—(E— B)FV(E—B)®). 
Wir formen diesen Ausdruck um. Aus (1) folgt 
0 = — BVB 


und 
0=(E —B)V(E—B). 
Durch Addition der letzten drei Gleichungen folgt 


D= —B(V—FV)B+(E—B)(V—FV)(E—B) 
(3) D=(E—B)(E—F) V(E— B) — B(IE—F)VB 
(4) D=—BVFB+(E—B)VF(E—B), 
letzteres nach (1). Ferner folgt durch Auflösen der Klammern ın (2) 
D= BFV+FVB-—FV 
IN ur 
3 ei 
D= BV—-BVF— FBV (nach (1)) 
(5) D=(E-—F)BV(E—F)—FBVF. 


Aus (2) folgt BvD. Transformiert man (2) mit V, so entsteht bei Berücksichtigung 

von (1) 
VDV"=(E-—-B)\(E—F)V(E—B)— B(E—F)VB=-D 
nach (3); mithin VvD. Bildet man nach den Regeln aus $3,2 in (2) D*, so entsteht 
wegen F"= F,B"*=- B, V"=- — V 
D* =: — BVFB+ (E— B)VFFE—B)=D 

nach (4); mithin ist der beschränkte Operator D hermitesch. Schließlich folgt aus (5) 
FovD. 

Nach dem für beschränkte hermitesche Operatoren schon bewiesenen Zerlegungs- 
satz gibt es zu dem beschränkten hermiteschen D einen 0-Projektor, der wie D (nach 1.) 


mit F und V vertauschbar sein muß und darum nach $ 4,3 in der Form P_ geschrieben 


werden kann. Mit P_ ist natürlich auch P_ Projektor. Wir behaupten, P_ sei der zu A 
gehörende O-Projektor. 





2) Es ist D= A(4?+ E)"!. Dies liefert einen Zusammenhang mit dem vorhin gegebenen Beweis. Vgl. 
$ 14,4. 
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Beweis. 1. Es gelte CvA. Dann gilt nach $4,1 C*vA* = A, nach $4,3 wird ®, 
von C und C* = C* in sich übergeführt, nach dem Zusatz von $4,% folgt CvB. 
Nach $4,3 gilt außerdem CvF und CvV, mithin 
CvBFVB—(E—B) FV(E—B)=D, 
CvP_, 
CoP_. 
2. Aus dem oben festgestellten BvD folgt 
BoP_, 
BP_B = P_B. 
P_ führt demnach 3, in sich über, nach $4,3 folgt 
P_DA. 
3. (AP_2,2) = ({AP_z, 0), {P_z, AP_2)}) 
= (FVBP_{iP_z AP_z2), {P.z, AP_z)) 
= (BP.IP_2 AB... {Piz AP. n2)) S®. 
4. Entsprechend folgt (A(E — P_)z,2)=0. 
5. Aus Az = 0 folgt 
D{2,0} = BFV {3,0}=0, 
P-{2,0=0, 
P.3=®. 


$ 8. Quaternionendarstellungen. 


1. Nachdem wir uns im ersten Teil der Arbeit mit den Begriffen befaßt haben, 
die sich in mehr oder weniger zwangsläufiger Weise aus dem gewöhnlichen Hilbertschen 
Raum bei unseren beiden Verallgemeinerungen — beliebige Dimension und als Grund- 
körper beliebige Divisionsalgebra über dem Körper R — übertragen und nachdem wir 
außerdem die Theorie der Dimension in $5 und $6 entwickelt haben, wenden wir uns 
jetzt den Veränderungen zu, die die Zulassung des nichtkommutativen Quaternionen- 
körpers Q als Grundkörper hervorruft. Natürlicher Ausgangspunkt ist die schon in 
$3,1 festgestellte Tatsache, daß Ax im Wachsschen Raum R = % nur für JeZ-- R 
definiert ist. 

Betrachten wir dagegen eine Darstellung der Elemente von W durch Vektoren 


mit eventuell nichtabzählbar vielen Koordinaten £,, so erscheint diese Beschränkung 

zuerst durchaus unvernünftig. Wie sich die Raumverknüpfungen in den (schon in $2,3 

implizit aufgestellten) Formeln 
&, 71 Sı % 71 
2) + [m)-[& 4%), 


S 
a sı nı 


1 1 
a & N 
sale, 2), (| RlIl= 2% n,£, 


ausdrücken, so wird man versuchen, ganz naiv zu definieren: 


Sı AS, 


Man sieht sofort: mit I | £&,|? ist I |A&, |? konvergent, die Definition führt also aus 
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dem Raum nicht heraus. Es gilt: 
(Alza + yb) = (Ar)a + (Ay)b. 


Asl=|Al|e|. 
In} (A+yu)z=AcH+ ur. 
(1) (Au)x = Aux). 


(Ax,y) = (1, 2y). 
12 = x4 für JER. 
Bei näherem Zusehen erlebt man aber zwei Enttäuschungen: Erstens ist unsere 
Definition nicht unitär-invariant. Ax hängt nicht nur von A und x, sondern auch von 


Sı 


dem speziellen Koordinatensystem, in dem wir x als , darstellen, ab. Zweitens: Ist 





z.B. Dim ß=2, so ist 


A Ye an Pe ee) () (ax € 0) 


& Azı Ag9/ \&5 
ein beschränkter Operator, der genau dann hermitesch ist, wenn 
ax = Ayi; 


diese Bedingung ist z. B. für die Matrix 


et) 


0 =h) 


Die hermitesch symmetrische Matrix ; .) scheint also den nichtreellen Eigen- 


erfüllt, und trotzdem ist 


wert / zu haben. Bringt man E= , dagegen auf Hauptachsen, so erhält man 


(0) 
0 —1/’ 


was diese Eigenschaft nicht mehr hat. Dies Beispiel zeigt uns auch schon, daß sich zur 
Behandlung gewisser Aufgaben das in dem einen Koordinatensystem definierte Ax besser 
eienet als das in dem anderen Koordinatensystem definierte. Wir werden das später 
noch bestätigt finden. 
All dem tragen wir Rechnung, indem wir, aus den Gleichungen (1) nur das Unitär- 
invarıante herausziehend, definieren: 
2. Eine Quaternionendarstellung ist eine Funktion, die jedem A € Q einen beschränkten 
Operator T, so zuordnet, daß 
T,+ T,= Tıy: 
(2) | 1,7, = Tu: 
IT T,. 
T,=4AE für 1ER. 
Den Erörterungen des $8,1 entnimmt man: ® sei ein vollständiges Orthonormal- 
system in ®, dann wird durch 
T;2 = T,& p(&,p) = & pAlz, p) 


jedem A€0 ein beschränkter Operator 7, so zugeordnet, daß die Funktion T, von / 
eine Quaternionendarstellung ist. Natürlich ist 7, durch 


(3) T,p=pA4 (pe®$) 
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als beschränkter Operator schon eindeutig festgelegt. Wir gehen jetzt umgekehrt von 
einer beliebigen Quaternionendarstellung aus und werden u. a. zeigen, daß es stets zu 
ihr ein vollständiges Orthonormalsystem ® mit (3) gibt, daß also auf die angegebene 
Art schon jede Quaternionendarstellung entsteht. 
T, sei also eine Quaternionendarstellung. Dann sei 9 die Menge aller JEW mit 
(4) T,f=f} für alle AEQ. 
9 ist dann offenbar ein abgeschlossener R-Rechtsmodul, d.h. 9 enthält mit / und g 
auch fa + gb, wenn a,beE R, und enthält mit /, auch lim /,, wenn dieser vorhanden ist. 


n—» 


Wir können aber noch mehr aussagen: aus [E9, ge 9 folgt (f,g)E R, denn wegen 
(Y; g)A ns (fA, g) 2 (Tıf,g) u (Y, T/g) zu (; Tg) . (f; gA) . A, g) 

ist (/,g) mit allen A€Q vertauschbar. Auf Grund der Definition in $2,1 und $2,6 
müssen wir $ einen Raum mit dem Grundkörper R, einen reellen Hilbertschen Raum 
nennen. Die von 9 in ®W erzeugte Linearmannigfaltigkeit (also wieder Q als Grund- 
körper!) ist nun ®, denn ist zeW beliebig, so setze man 

f(x) = x — T;xi — T,xj — Tyxk; 
dann ist 

T,ftx) = Te + zi — Tıxj + T,ck = fr)ı 
und analog für j und k, also T,f(x) = f(x)A für alle AEQ, f(x)ES9 und 
tz) — fei)i — farj)j — fak)k = x — T,eı — T,xj — Tıxk — (xi+ T;x — T,;,ck + Tyrxy)i 
—(2j + Tıxk + T,x — Tıxi)] — (ak — T;xj + T;xı + Tıx)k = Ar. 

Nach $2,3 gibt es ein in $ vollständiges Orthonormalsystem ®. Dies ist natürlich, 
als Teilmenge von ®W betrachtet, ein in W vollständiges Orthonormalsystem. Und jedes 
pe ®W liegt in 9, daraus folgt (3). 

Wir haben soeben jeder Quaternionendarstellung 7, einen reellen Hilbertschen 
Raum 9 zugeordnet, der im Sinne von $5, 1 Grundmenge in ® ıst. Weil jedes T,(A€0) 
als beschränkter Operator durch die Werte, die es in der Grundmenge 9 annimmt, voll- 
ständig festgelegt ist, diese aber durch (4) gegeben sind, ist jeder Raum 9 höchstens einer 
Quaternionendarstellung zugeordnet. Wir wollen noch zeigen, daß jeder reelle Hilbert- 
sche Raum 9, der Grundmenge in ® ist, wirklich einer 7, zugeordnet ist. Dazu wählen 
wir am einfachsten ein in $9 vollständiges Orthonormalsystem ®, das dann von selbst 
in X vollständig ist, und erklären 7, durch (3). Für fe 9 sind dann alle (f, p) (pe ®) 
reell, also 

T,/ on; = pi, p) u = PU; p)? — J} 
in Übereinstimmung mit (4). Für den 7, zugeordneten reellen Hilbertschen Teilraum 
9’ gilt also 9=9'. Wäre nicht 9 = 9', so gäbe es ein 4 | 9,h'’ +0 in 9’, während 
doch << W=9 ist. 

3. In bezug auf die beschränkten Operatoren 7, die in einer Quaternionendarstel- 
lung die Rolle des 7; spielen können, sagen die Beziehungen (2) folgendes aus: 

(5) T=—E, T’*=--T. 

Beschränkte Operatoren mit diesen beiden Eigenschaften (5) wollen wir /maginär- 
operatoren nennen. Sie sind unitär. Sie beherrschen alles Folgende. Zunächst soll für 
sie die der vorstehenden analoge Rechnung durchgeführt werden. 

T sei ein Imaginäroperator, 5 die Menge der [EX mit 

Tj= fi. 
Dann ist 5 abgeschlossener Ä-Rechtsmodul: aus f,ge9, a,bEK folgt fa+gbed, 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heit 1/2. 13 
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und aus /„ € 9, lim f„ = f folgt fe 9. Ferner folgt aus f, ge 9 auch (f,g)€E K, denn wegen 


Gi) =- (Th T)=—(Te)= — (hi) = il, 8) 
ist (/,g) mit i vertauschbar; Ä ist aber gerade der Körper der mit i vertauschbaren 
(Juaternionen. 9 ist also ein Hilbertscher Raum. Und die von 9 in ®W erzeugte Linear- 
mannigfaltigkeit ist W, denn setzt man 
Ka)= x — Tai (zeB), 
so ıst 
Tf(a)= Te +xi=fleJi, 
also f(x)E9, und es ist 
fz) — faJ)] = x — Txiı — (2j + Tixk)j = 2x. 
Die Überlegung geht nun ganz analog $8,2 weiter und ergibt: Man erhält Imaginär- 
operatoren und man erhält jeden Imaginäroperator, wenn man in ® ein vollständiges 
Orthonormalsystem ® wählt und T gleich dem (existierenden und eindeutig bestimmten) 
beschränkten Operator T mit 
Tp=pi (pe®) 
setzt. Die oben erklärte Zuordnung eines Hilbertschen Teilraums von ® zu jedem Imaginär- 
operator in W8 ist eine eineindeutige Abbildung der Menge aller Imaginäroperatoren ın ® 
auf die Menge aller der Hulbertschen Teilräume, die in ® Grundmengen sind. 

4. Zu jedem selbstadjungierten Operator A gibt es eine mit A vertauschbare Quater- 
nionendarstellung T;. 

Beweis. Jedem f # 0 aus W werde als M(f) die Menge aller P,f(„E R) zugeordnet, 
wo P, die Spektralschar von A ist. Aus bekannten Sätzen der Spektraltheorie, die 
natürlich im Wachsschen Raum genau wie anderswo gelten, folgt, daß die Voraus- 
setzungen von $ 2,5 erfüllt sind. Es gibt also eine Menge 7 so, daß die Mi(f) (fe) paar- 
weise orthogonal sind und zusammen den Unterraum W erzeugen. Weil alle (P,f, P,g) 
(u,veR;f,gers) reell sind 3%), ist die abgeschlossene Hülle des von allen Pf (neR, 
fe) erzeugten R-Rechtsmoduls ein reeller Hilbertscher Teilraum 9 von ®, der oflen- 
bar in Grundmenge ist. Er ist im Sinne von $8,% einer Quaternionendarstellung 7; 
zugeordnet. Jedes P, führt die Menge aller P,f (ueR,fe%), also auch 9 in einen Teil 
von sich über, daher ist 


IP ,2 = P,uxA = P,Tı8 
für alle ze9; weil aber 9 in W Grundmenge ist, gilt die Operatorengleichung 
1: P,=P,T; 
für alle weR, AEeQ. Weil somit jedes 7, mit allen P, vertauschbar ist, gilt T;vA. 

In.Wirklichkeit sind sogar alle M(f) separabel, das haben wir aber beim Beweis 
nicht benutzt. Ist A beschränkt, so hätte man einfacher für M(f) die aus f, Af, A°f,.. 
bestehende Menge nehmen können. 

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt, daß jeder selbstadjungierte Operator mit 
einem gewissen Imaginäroperator vertauschbar ist. 

Man rechnet leicht allgemein nach, daß ein beschränkter Operator A in einem 
durch ein vollständiges Orthonormalsystem gegebenen Koordinatensystem dann und 
nur dann eine reelle Matrix (Ag, p) hat, wenn A mit der durch (3) dem Orthonormal- 
system zugeordneten (Quaternionendarstellung vertauschbar ist. Aus unserem Satz 
folgt also: 

Zu jedem beschränkten hermiteschen Operator A ın 3% gibt es mindestens ein voll- 
ständiges Orthonormalsystem ®, für das die Matrix (Ag, p) reell ıst. A hat also, wenn 


©) Nämlich (Puf, Psg) = 0 für f+9, =(Pof, Pxf) für [= 9,0 = Min (n, »). 
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Dim ß=n< mw ıst, n reelle Eigenwerte A,,..., An, nämlich die Wurzeln der Gleichung 
(Ag, p) — Ag, p)| = 0 (p Zeilenindex, q Spaltenindex). 
Dasselbe hätte man natürlich auch mit weniger Aufwand beweisen können. 


$ 9. Normalformen für Imaginäroperatoren. 


1. Nicht nur im Wachsschen Raum, auch in den beiden Hilbertschen Räumen 
definieren wir: Ein Imaginäroperator ist ein beschränkter Operator 7 mit 


T=—KE, Pau], 
der also von selbst unitär ist. Oder: Ein Imaginäroperator ist ein unitärer Operator 7 mit 
“= —E. 


Aus der letzteren Fassung folgt: Der Unterraum Ü reduziere den Operator T. Dann 
ist T dann und nur dann in R Imaginäroperator, wenn T ın U und auch in R&U Ima- 
ginäroperator Ist. + 

Wir wollen nun einige Normalformen aufstellen, denen man es sofort ansieht, 
daß sie Imaginäroperatoren liefern. Dann werden wir uns mit der Aufgabe beschäftigen, 
gegebene Imaginäroperatoren auf alle möglichen Arten in eine der Normalformen zu 
bringen oder doch paarweise orthogonale Unterräume zu konstruieren, die zusammen 
den ganzen Raum NR als Unterraum erzeugen und in deren jedem 7 auf eine der Nor- 
malformen gebracht werden kann. 

2. R habe die gerade oder unendliche Dimension 

Dim ti=d=2p. 
Dann gibt es nach $5,6 mindestens einen Unterraum 3 von Wi so, daß 
Dim 3 = Dim(R8B) = pP. 

Gleichfalls nach $5,6 gibt es einen isometrischen Operator U mit dem Definitions- 
bereich 3 und dem Wertebereich R&83. P sei der zu 3 gehörige Projektor. Dann ıst 
'=-UP—-U"E-—P) 

ein Imagınäroperator. 

Beweis. T ist überall definiert, weil man U ungehindert auf Elemente des Werte- 
bereichs 3 von P und U”" (vorhanden, weil U isometrisch ist!) auf Elemente des Werte- 
bereichs 83 von E — P anwenden kann. Daß 7 beschränkt ist, ist trivial. Schreibt 
man 

— (E— P\UP— PU"E-—P), 
so kann man 
T=—E, (Txy) = — (x, Ty) 
sofort nachrechnen. 
T=UP—-U"(E-—P) 
ist die erste Normalform. Weil in ihre Definition die Struktur des Grundkörpers nicht 
eingeht, ist sie die wichtigste (vgl. $ 10,2). Ist 7 bekannt, so ist die Normalform durch 
3 vollständig bestimmt: U ist einfach die Transformation, die Tj auf 3 ausübt. Ein 
gegebener Unterraum spielt dann und nur dann in einer passenden Darstellung von 7 
in der ersten Normalform die Rolle des 3, wenn für ihn 
T3=NRo3 
gilt. Um also alle Darstellungen eines gegebenen Imaginäroperators 7 in der ersten 
Normalform aufzufinden, braucht man nur nach allen Unterräumen 3 mit 
BeTz=hNR 
zu fragen. 
13* 
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Ein Musterbeispiel für einen Imaginäroperator in der ersten Normalform ist der 
Operator V aus $3,4, wo man für 3 am einfachsten den Ordinatenraum (E — F)R? 
nımmt. U ist dann durch 


U{0, 2} = {z, 0} 


gegeben. 
3. Die zweite Normalform nimmt auf die Struktur des Grundkörpers 2 Bezug. 
ist e ein Element von 2 mit e®® = — 1, woraus | e | = 1 folgt, und ist ® ein vollständiges 


Orthonormalsystem, so wird durch 

Tp=pe (pEe®) 
ein beschränkter Operator T bestimmt, der sich als Imaginäroperator herausstellt. Das 
ist die zweite Normalform. 

Es kommt also zunächst einmal darauf an, für welche e€2 die Beziehung e®=—1 
gilt. In &= R gibt es überhaupt kein solches e, im reellen Hilbertschen Razum gibt 
es also keine zweite Normalform. In &=K gibt es zwei solche e, nämlich e =: und 
e = —1, K ist aber kommutativ, daher kann man statt Tp = pe auch schreiben 

Ip=ep (pe#) 
oder 
T=-+ie. 
Das sind also im Hilbertschen Raum die beiden Imaginäroperatoren der zweiten Normal- 
form. 
In 2=0 gibt es zu jedem e mit ® = —1 ein n mit 
ey gi, 
0o.B. d. A. kann man sogar | n| = 1 annehmen °!). ®n, die Menge aller pn (pe®), 
ist dann auch ein vollständiges Orthonormalsystem, und aus 
Tp=pe 
wird 
T(pn) = (pi. 
Im Wachsschen Raum dürfen wir uns daher 0.B.d. A. auf e =: beschränken. 

4. Wir wollen nun zuerst die Imaginäroperatoren im Hilbertschen Raum und 
im Wachsschen Raum auf die zweite Normalform bringen, um dann hiervon später zur 
ersten Normalform überzugehen. 

T sei Imaginäroperator im Hilbertschen Raum 9. Dann ist 
E—iıT 

—, 


wie man sofort bestätigt, Projektor: 
E—ıT—T: 2E—2T 
Se ae ee a 
es 4 4 L 
EıiT% a 
_E+iT_EiT_p 
2 2 

Ist U der Unterraum der u mit Pu = u,®% der Unterraum der v mit Pv=(, so ist 
9 = UB®BN, und U ist die Menge der u mit Tu = ui, ® ist die Menge der v mit Tv=—vı, 
U und 3 reduzieren T. 9 ist also direkte Summe zweier orthogonaler Unterräume, in 
deren jedem 7 die zweite Normalform hat. U und ® sind offensichtlich durch 7 ein- 


deutig bestimmt. 


P* 


e+i 


Te+7l für e#—i, n=aj+bk (abeh, 


31) Man kann sogar noch 77 =—1 annehmen: „= + 


e+b=]1) für e=—ı. 
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Wir wissen aus $8,3, daß man jeden Imaginäroperator im Wachsschen Raum 
in die zweite Normalform bringen kann. 

5. Nun fragen wir nach denjenigen Unterräumen, in denen man einen gegebenen 
Imaginäroperator 7 in die erste Normalform bringen kann. Ist © ein derartiger Unter- 
raum, so soll also 


S=306T3 
mit passendem Unterraum 3 gelten. Insbesondere muß 
1813 
gelten. Ist aber dies erfüllt, so wird durch 
SsS=36T3 
ein Unterraum © von WR definiert, in dem 7 die erste Normalform hat und der offenbar 
T reduziert. Wir können also die Fragestellung dahin abändern, daß wir nach allen 
Unterräumen 3 von ®R fragen, für die 73 1.3 gilt. 
T sei Imaginäroperator ım reellen Hilbertschen Raum 9. Dann kann man T in die 
erste Normalform bringen. 
Beweis. Im reellen Hilbertschen Raum gilt identisch 
(75, =(, TH) = (fi, — Tf) (T,=— (N, 
also 
(Ti, N) = 0. 
Man ordne jedem f #0 aus 9 als M(f) die aus f und 7f bestehende Menge zu. Dann 
sind die Voraussetzungen von $2,5 erfüllt: 


ul u ne 


FERN SEMN 
ist trivial, und aus Mif) _|_g folgt 
(j,g) = 0 (Tf,g) —= 0 
(,Tg)=—(Tf,g) =0, (7, Tg) = (hg) =0, 


MU) LM). 
Darum gibt es Elemente /, in 9 (wo » irgendeine Menge von Indizes durchläuft) so, 
daß die Wti(/,) paarweise orthogonal sind und zusammen den Unterraum 9 erzeugen. 
Wir können |f,, =1 annehmen. Dann ist auch | Tf,| =1 und (Tf,,f,) =0. Die f, 
bilden daher mit den 7/, zusammen ein vollständiges Orthonormalsystem in 9. Setzt 
man für 3 den von allen f, erzeugten Unterraum ein, so ist offenbar 

5=30T3. 

Die Unterräume von 9, in denen man T auf die erste Normalform bringen kann, 
sind demnach alle Unterräume, die T überhaupt reduzieren. Als Nebenresultat stellt 
sich heraus, daß es in reellen Hilbertschen Räumen von ungerader Dimension keine 
Imaginäroperatoren gibt, weil dort die Gleichung 

Dim 9 =2 Dim 3 
unlösbar wird. 

6. T sei ein Imaginäroperator im Hilbertschen Raum 9, U und 2 die beiden in 
$8,4 eingeführten Unterräume, also 

= USB 
Tu =uır (ueEll). Tv=—vi (ve®B). 
Wir fragen nach den Unterräumen 3 mit 73 _L3. Ist uns solch ein 3 gegeben, so 
stellen wir gemäß 9 = UB®8% jedes z€E 3 eindeutig in der Form 
st»: z=u+v, uel, vedß 
dar. Nun ist Un3 =0, denn für ein ueln$ gilt zugleich Tu =ui und Tu |! u, 
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woraus ur | u, u=0 folgt. Analog ist 3 =0. Daher gibt es zu jedem well 
höchstens einveQß mit u-+ ve}, und zu jedem ve gibt es höchstens ein vell mit 
u +veg. Durch 
u+veß 
wird eine Teilmenge N von ® eineindeutig und linear auf eine Teilmenge M von U ab- 
gebildet: 
u =, v=S "u. 

% ıst einfach die Menge der ve®, zu denen es ein u(= Sv) in U mit uv+ veß gibt, 
MM. 

Der hierdurch definierte Operator 5 mit dem Definitionsbereich ®<= 3 und dem 
Wertebereich MW < U ist nun isometrisch, und M und R sind Unterräume. Denn sobald 
VEN und VEN, d.h. Syo+veß und Sv’ +v'eß gilt, ist wegen 73 13 

T(Sv+rv) LSV’ +V, (Si — vi,SV’+V)=0, 
und wegen SE=-MZULPT>N 
(Sv, SV’) —(v,vV’)=0, 
womit schon gezeigt ist, daß S isometrisch ist. Es seinun „E®,v,„—v. Dann ist auch 


lım 15% ER Ion | — lım | Um — Un | ae 0, 


es konvergiert Sv—> u; aus 
Son + meg 
folgt, weil 3 Unterraum ist, 
u+vepg, 
d.h. Sv = u,veN. Genau so beweist man die Abgeschlossenheit von M. 
Zusammengefaßt: Zu jedem Unterraum 3 mit T3 13 gibt es einen Unterraum 
MEU, einen Unterraum RW = DB und einen isometrischen Operator S mit dem Definitions- 
bereich R und dem Wertebereich M so, daß 3 genau die Menge der Sv+v(vef), d.h. 
der Wertebereich von E +5, ıst. Und ist 
DimM=-DimNX=p, 
DimU=m, Dim®=ı, 
| Dim(VEM) = m’, Dim(BEoN) =n, 
so ist 
nm=p+m, n=p-+n. 
Dieser Tatbestand läßt sich umkehren. Sind nämlich Kardinalzahlen p, m’ und n’ 
so gegeben, daß 
p+m=m=Diml, p+n'=n=Dim®ß 
ist, dann gibt es Unterräume MU und DR=% mit 
Dim M=p, DimnN=p, 
Dim(UEN) = m’, DiM(BON) = n’, 
und es gibt einen isometrischen Operator S mit dem Definitionsbereich X und dem Werte- 
bereich -M. Erklärt man 3 als Wertebereich von E+ 5, 
so folgt in bekannter Weise aus 
+ So = [u + Se? =2]o|® 
(wegen Sv | v), daß mit N auch 3 abgeschlossen, also Unterraum ist. Und es ist 
T(Sv + v) = (Sv — o)i, 
(T(Sv + v), Sv’ + v’) = (Sv — v, Sv’ + vi = ((Sv, Sv’) — (w,v/))i = 0, 
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also ın der Tat 


1513. 
Wir können hinzufügen: Es ist 
BETZ =-MEN, 
denn 3 ist der Wertebereich von E + 5 und T3 der von E— S. Man kann schreiben 
9=- (ZH TH)EUFEM)E(VEN), 
wo alle drei Summanden 7 reduzieren; 7 hat im ersten Summanden mit der Dimension 
2» die erste Normalform, im zweiten und dritten Summanden mit den Dimensionen 
m’, n’ dagegen jeweils die zweite Normalform. Und zwischen p, m’ und n’ bestehen 
nur die Bedingungen 
n=p+m, n=p+nm, 

sonst kann man sie beliebig vorschreiben. 

‘. T sei endlich ein Imaginäroperator im Wachsschen Raum ®. Wir fragen nach 
den Unterräumen 3 mit 


T3 13. 


Ist uns solch ein 3 gegeben, so sei {p,}, wo v» eine Menge von Indizes durchläuft, ein 
vollständiges Orthonormalsystem in 3. Wir definieren g, und g, durch 
V2q,=Pp,— Tp,i, V2g,=—p,ji — Tp,k. 
Dann ist 
I. =, Te =, 
V2Pp,=9,+@5,V2Tp,=g,i+ g,k, 
_; 4 1 
(19, = MP, — Tp5 p,— 79) = (Du P) =10 


oe a An _Ihu= 

+ Tpkps+ IP = PnPIT ou» 
(4, 9,) = — Hp, — Tpü pi + Tp,k) = Lip, P,) kp, pP) =. 

Das heißt: /st 9 der aus $8,3 bekannte Hilbertsche Teilraum aller JEW mu Tj =fı, 

so sind die q, und die q, zusammen ein Orthonormalsystem in 9, das in W den Unterraum 


3®8T8 erzeugt. Ist d die Dimension von ®W, p die von 3 und d’ dievon WS(ZBTB), 
so ıst 
d=2p +. 

Dieser Tatbestand läßt sich umkehren. Seien nämlich die q, und die g/, wo v eine 
Indizesmenge von der Mächtigkeit p durchläuft, zusammen ein Orthonormalsystem 
in 9°?). Setzt man dann 

V2p,=4,+M 
so ist 
V2Tp,=q,i+gk, 








1 u: 6: (4.9,)+ (u q,) ji my 
Perth taN= ZT lg ur, 
ER vn (9 9,)E — 7q,, q,)K 
(Tp„P)=5 (it gg, t4,N)= a 


Das heißt: die p, sind ein Orthonormalsystem; ist 8 der davon erzeugte Unterraum, 
so TBB. 


32) Durch die Schreibweise deuten wir schon an, daß immer g, und g’ einander zugeordnet sind. 
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Sind ferner Kardinalzahlen p und d’ gegeben, die nur der Bedingung 
2p +’ =d=-Dimiß 
genügen, so gibt es nach $5,6 Elemente g, und g/ in 9, wo v eine Indizesmenge von 


der Mächtigkeit p durchläuft, die zusammen ein Orthonormalsystem bilden, derart, 
daß die Dimension des orthogonalen Komplements in 9 des von den g, und den g) er- 
zeugten Unterraums gerade gleich d’ wird. Konstruiert man 3 aus den g, und g, wie 
eben angegeben, so ist 7’3_|_38, 3 hat die Dimension p, und ®ß&8 (3873) ist das ortho- 
gonale Komplement des von den q,. q/ erzeugten Unterraums in W und hat als solches 
die Dimension Dd’. 

Wir können also die Unterräume 3 mit 73 __3 durch die Orthonormalsysteme 
in 9, die in zwei Klassen einander eineindeutig zugeordneter Elemente g,,g, zerfallen, 
vollständig beschreiben. Und zwischen der Dimension p von 3 und der Dimension 
d’ von W&(Z3B TB) besteht nur die eine Relation 

(*) =2p +». 

Jetzt lassen sich leicht die verschiedenen möglichen Fälle durchdiskutieren. Ist 
d —=0( oder d =1, so kommt in (*) nur p = 0 in Frage, es ist notwendig 3 = 0. Ist 
aber d > 1, so gibt es positive Zahlen p, für die (*) mit passendem d’ erfüllt ist. Ist 
d gerade, so kann man durch passende Wahl von p erreichen, daß d’ = (0, man kann 


aber nicht d’ = 1 erreichen; ist d ungerade, so kann man wohl d’ = 1, nicht aber d’ — 0 
durch richtige Wahl von p erreichen. Ist d schließlich unendlich, so kann man sowohl 
dD’—=( wie D’ —=1 erreichen, indem man p =D setzt. 


Wir werden diese Ergebnisse im nächsten Abschnitt anwenden. 


$ 10. Hermitesche abgeschlossene Operatoren. 


1. Der Operator A heißt hermitesch, wenn A* existiert und 
A<A* 

gilt, abgeschlossen, wenn ®, abgeschlossen ist (A* ist, wenn vorhanden, von selbst 
abgeschlossen), maximal, wenn er hermitesch und abgeschlossen ist, während keine 
echte Fortsetzung von A hermitesch und abgeschlossen ist, selbstadjungiert, wenn A = A*, 
nurmaximal, wenn A maximal und nicht selbstadjJungiert ist. 

A sei ein fester hermitescher abgeschlossener Operator. Es sei 

Ve deroBu. 
Nun ist nach 893,4 
Br = MoVdı. 
Darum 
= (MEVB)odBua, 
ME (V BL BB): 
Weil V unitär ist, folgt 
VEe= VRE(VBOVB) = MEO(BoVB)=%. 

V führt also 2 und auch das orthogonale Komplement von 2 in WR? in sich über, % redu- 
ziert V. V kann daher auch als Operator in & angesehen werden. Wie schon in $ 9,2 
bemerkt, ist V Imaginäroperator. Wir werden bald die Ergebnisse des vorigen Abschnitts 
auf den Imaginäroperator V in 2 anwenden. 

Wegen 2 <= B,+ hat sicher jedes Element von % die Form {z, A*z}. Wir wollen 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür aufstellen, daß ein {z, A*z} in X liegt. 
{z, A*z} liegt dann und nur dann in %, wenn 


{z, A +7} 2 Du . 
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Weil V unitär ist, ıst das gleichbedeutend mit 


Viz, A*2} 1 VBa, 
{A*z, — JEMEOVB, = Bar. 
Dies letztere ist aber genau dann wahr, wenn 


Atftz = —z 


ze; 


2 besteht also genau aus den {z, A*z} mit Az = —r. 

2. Es ist nun unsere Aufgabe, alle hermiteschen abgeschlossenen Operatoren A’, 
die Fortsetzungen von A sind (A’> A), zu überblicken und insbesondere etwas über 
maximale oder gar selbstadjungierte Operatoren, die sich unter diesen A’ befinden, aus- 
zusagen. Zu dem Zweck stellen wir eine eineindeutige Abbildung der Menge aller her- 
miteschen abgeschlossenen A’> A auf die Menge aller der Unterräume 8 von %, für 
die V3_138 gilt, her. 

A’ sei eine hermitesche abgeschlossene Fortsetzung von A, also 

A<ZA, A'<SA*. 
Aus A<A’ folgt dann noch 


A'*+<A*, 
zusammengefaßt: 
Bu Br S Bar < Dar. 
Es sei 
3 = Bı od. 
Dann ist 


3 BroBı =, 

v3 = VBroV/ BL VB = Modi», 

v3 LB#->Br>2B, 

VBLB. 
Damit ist jedem A’ ein Unterraum 3 von X mit V3 | 3 zugeordnet. Aus der Definition 
von & folgt aber 

Br = Bı9B, 
deshalb ist A’ durch 3 (immer bei festem A) eindeutig bestimmt. Es bleibt noch zu 
zeigen, daß jedem 3 auch wirklich ein A’ entspricht. 
Sei 
ger, v8 18. 
Dann ist 8,®3 als Unterraum des Bildes B,- von A* nach $3,4 selbst Bild eines 
abgeschlossenen Operators A’: 
BB = du. 

A’ ist Fortsetzung von A, darum existiert A’*. Und aus 

Bı L VBul= WO Bar), Bı LU>VB, 

3 L_RoB« = VB 81_V3 
folgt 
„= BıiB8B L V/BıeVB = Vd4, 

deshalb ist A’ hermitesch. 

3. Wir haben also zu jedem hermiteschen abgeschlossenen Operator A einen Raum % 
und in ihm einen Imaginäroperator V, und wir haben die hermiteschen abgeschlossenen 
Fortsetzungen A’ von A eineindeutig den Unterräumen 3 von X mit VB _L 3 zugeordnet. 
Bei dieser Zuordnung entsprechen einander natürlich A’ =Aund3 =0. A ist maximal, 


wenn jedes 3 = 0 ist; A ist selbstadjungiert, wenn B4 = B... d. h. wenn 2 = ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 1/2. 14 
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Zu einer hermiteschen abgeschlossenen Fortsetzung A’ gehört genau wie in $ 10, Lein 


x = BoD. 
Wir können &’ einfach durch das zu A’ gehörige 3 ausdrücken: Aus 
Br = BB 
und 
Br = MEoVdı = MEVB,OVZ = BroV3Z 
folgt 


= Lo(VZB8BJ). 

In der Sprechweise von $ 9 heißt das: der Fortsetzung von A zu A entspricht die Her- 
stellung der ersten Normalform für V in einem Unterraum 3® V3 von %; dadurch wird 
die Frage nach der Struktur von V auf die Betrachtung von V in dem orthogonalen 
Komplement 28(3®V3) zurückgeführt. Als Anwendung ergibt sich: Die Fortsetzung 
A’ ist dann und nur dann maximal, wenn für Unterräume 3’ von 2 aus V3’ 1 3 folgt 
3’=0; 4" ist selbstadjungiert, wenn &' =0,d. h. wenn 2X=3®VB. 

Die weitere Untersuchung muß nun eine Fallunterscheidung hinsichtlich des 
Grundkörpers 2 machen. 

4. Im reellen Hilbertschen Raum (2 = R) gibt es nach $9,5 stets eine selbst- 
adjungierte Fortsetzung A’. 

Im Hilbertschen Raum (2 = K) sei wieder U die Menge der {z, A*z} in % mit 
V{z, A*z} = {z, A*z}ı, das ist die Menge der {z, A*z} mit A*z = z1®?); ® aber sei die 


Menge der {z, A*z} in & mit V{z, A*z} = — {z, A*z}i, das ist die Menge der {z, A*z} 
mit A*z = — zı®%). Wie in $9,6 sei 


Dimli=m, Dim B=ı. 
Durch Projizieren in den Abszissenraum erkennt man °®*), daß m auch die Dimension 
des Unterraums aller z mit A*z = zı und n die Dimension des Unterraums aller z mit 
A*z = — zi ist. Das Zahlenpaar {m, n} heißt der Defektindex von A. Aus $ 9,6 folgt: 
Es gibt dann und nur dann eine hermitesche abgeschlossene Fortsetzung A’ von A mit dem 
Defektindex {m’,n'}, wenn es eine Kardinalzahl p so gibt, daß 
m=p+m, n=p+n'®). 

In $ 9,6 haben wir die 3< 2 mit V3 _L 8, also die hermiteschen abgeschlossenen 
Fortsetzungen A’ von A, eineindeutig den isometrischen Abbildungen $ eines Unterraums 
N von ® auf einen Unterraum M von U zugeordnet. Und zwar war 3 der Wertebereich 
von E+ 5, und für {z, A*z}E 3 war 

V{z, A*z} = i(S$ —E)(S + E) "{z, A*z}. 
Projiziert man diesen Sachverhalt in den Abszissenraum, so sieht man, wie hier nicht 
weiter ausgeführt werden soll, einen gewissen Zusammenhang mit der Cayleytrans- 
[ormatıon. 
5. Im Wachsschen Raum (2 =) setzen wir 
Dimt =D 
und nennen d den Defektindex von A. Nach $ 9,7 gibt es dann und nur dann eine hermı- 


33) {z, A* 2} liegt dann wegen A*?z—=— 2 nach $10, 1 von selbst in X. 
3%) Dies Projizieren ist bis auf den Faktor 7 eine isometrische Transformation. Man braucht also nicht den 


Beweis aus $6, 2 heranzuziehen. 
5) v. Neumann [1] VIII, Stone [1] S. 339. 
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tesche abgeschlossene Fortsetzung von A mit dem Defektindex d, wenn es eine Kardinalzahl y 
mit 
D—=2p +» 

gibt. Aus der Diskussion am Schluß von 89,7 liest man sofort ab: 

d = 0 «> A selbstadjungiert. 

d = 1 «> A nurmaximal. 

d = 0(mod 2) > A selbstadjungiert fortsetzbar, nicht nurmaximal fortsetzbar. 

d =1(mod 2) «> A nurmaximal fortsetzbar, nicht selbstadjungiert fortsetzbar. 

d 2a A selbstadjungiert fortsetzbar und nurmaximal fortsetzbar. 
Der Defektindex d ist, wie Projizieren in den Abszissenraum lehrt, die Dimension der 
Menge aller z mit A*z = —z ($6,2). Aus $6,5 folgt, daß d nur von den Definitions- 
bereichen von A und A*, nicht aber von der sonstigen Struktur dieser Operatoren ab- 
hängt. Insbesondere hat AA + uE (A, ueR; A +0) denselben Defektindex wie A. So 
ließen sich noch einige Sätze über hermitesche abgeschlossene Operatoren aus dem Hilbert- 
schen Raum übertragen bzw. dort neu beweisen, wir wollen uns aber darauf beschränken, 
eine Übersicht über die nurmaximalen Operatoren im Wachsschen Raum zu geben. 


$ 11. Nurmaximale Operatoren im Wachssehen Raum. 


l. Zunächst soll bei vorläufig beliebigem Grundkörper & das Verhalten des in 
$ 10,1 eingeführten Unterraums % bei Reduktion untersucht werden. Sei also A ein 
hermitescher abgeschlossener Operator, 2 = BB, P sei Projektor mit dem 
Wertbereich M N = ROM, es gelte PvA. Dann gilt nach $4,1l auch P= P*vA*. 
Nach $4,3 führt P die Unterräume B, und B4+ in sich über, ist also ($ 3,3) mit den 
zu ®ı und B4- gehörigen Projektoren vertauschbar. Deshalb ist ? auch mit dem zu 
X gehörigen Projektor vertauschbar: P führt X in sich über, und es ist 

Dim (P&) + Dim ((E — P)&) = Dim &. 
Betrachtet man nun aber A als hermiteschen abgeschlossenen Operator in M, so muß 
man in den Betrachtungen des $10 offenbar AR? durch MW’ = PR’, B, durch PB, 
Bi: durch PB4* und mithin 2 = Br6sBı durch PB«9 PBi = PR ersetzen. 
Entsprechendes gilt für E — P und 0. Damit sind also in der obigen Formel die beiden 
Unterräume auf der linken Seite geometrisch gedeutet. 

Ist insbesondere # = ® ein Wachsscher Raum, so kann man sagen: Der Defekt- 
index von A ist die Summe der beiden Defektindizes, die A als in M bzw. ın N erklärter 
hermitescher abgeschlossener Operator. hat. 

2. A sei ein nurmaximaler Operator im Wachsschen Raum ®, d. h. nach 8 10,5 
ein hermitescher abgeschlossener Operator mit dem Defektindex d =1. Dann gibt es 
nach $8,3 in 2 = Bu+98%, ein {z,, A*z,} mit Vz, A*zu} = {z,, A*z,} 1, das den Unter- 
raum & erzeugt. Oder: Es gibt ein „+0 in ® mit 


(1) A’ = 2, 

0. B. d. A. können wir 
(2) Izal=1 

annehmen, und jedes z mit A*z = —z ist von z, linear abhängig: 
(3) Aus A*z = — 3 folgt 3 = za (aEQ). 


Nach $3,4 ist 
H=(A*A+E)" 
ein beschränkter hermitescher Operator; es sei 


Ho=m (n>0), 
14* 
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also 
AA, + =m.ı (n>0). 
Insbesondere liegen die z, (r > 0) alle im Definitionsbereich von A. Wegen A= A* 
können wir natürlich auch schreiben 
(4) Ar, + =. (n>D0). 
(4) reicht aber nur in Verbindung damit, daß die z, (n > 0) im Definitionsbereich von A 


liegen, zur Definition der 2, aus. 


Es werde definiert 
(2x, 20) == Ds (k 2 0). 
Dann ist, weil 7 hermitesch und beschränkt ist, 
(Zu, Zn) nun: (Ho; "20) . (H"*"z,, 20) un (Zu+n 20), 

(2) (Zm; Zn) = dmtn, 

insbesondere 
be = (24, 20) = (29, 22) = bu, 
(6) b,ER. 
Nun gibt es Quaternionen a; so, daß 


(7) A’ = 2,, Ban (n >0). 


Beweis durch Induktion: n = 0 mit a, = tist nach (1) klar. Es seien schon Quaternionen 
Ag; Ay >», dn—ı bekannt derart, daß 


A*’z. = 2 2, Amy ((<m<sn—1). 
uU= 


Setzt man dann 


n 


(8) 2% — 32,m,=2, 
so folgt durch Anwenden von A*? + E unter Beachtung von (4) 
n n—l 
(A*: + E)z' = A’, 1 — 2 2,— „nd, = A’ — 2 Zu An—i—u = 0; 
v= nu= 


nach (3) gibt es ein a„€eQ mit 
z = Zell. 
Setzt man dies in (8) ein, so steht (7) da. 
Bildet man in (7) das innere Produkt mit z,, so erhält man 


Zba un (Az,, 20) = (Zn, A*2,) nur (Zn, Zol) = — Un, 
(9) boAn + bian-ı + * + + du, + duty = — Un (n > 0). 


Wendet man auf (7) andererseits A* an und beachtet man (4) und (7), so folgt 





n n v 
(10) Zn—1 ee, Zy = 2 A*z, An—v — P} P} Zu Ay—u An—r (n > 0). 


v=0 u=0 
Nun sind die z, linear unabhängig. Denn wegen (2) ist z, # 0. Wäre 
220,=0, #0, 0 <n =Min., 


so würde durch Anwenden von A* + E folgen 


n 


2 2.1, =0, +0 


v=1 


im Widerspruch zur Voraussetzung n = Min. Daher sind in (10) die Koeffizienten von 
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z, auf beiden Seiten gleich: 


(11) 3a, Be -| 


i. si 
0, n>1 
Nun folgt aus (9) durch Induktion, weil die b; nach (6) reell sind und nach (2) b, = I 
ist, daß 


(n >00). 


nel. 
Alle a„ sind miteinander vertauschbar. Deshalb kann (11) zur rekursiven Berechnung 
der a„ verwandt werden, der Koeffizient von a, in (11) ist ja2a,=2ı +0. Jetzt kann 
man analog aus (9) rekursiv die b„ berechnen. Die Gleichungen (11) und (9) sind aber 
von A frei. Darum hängen die a, und die 5, nur von ihrem Index n, nicht aber von der 
speziellen Wahl des nurmaximalen Operators A ab ®). 


3. Der Definitionsbereich von A heiße ®. Es sei M der von 29, 31, - - -, Zn, - - . erzeugte 
Unterraum, WEM—N. Es soll bewiesen werden: M reduziert A. Zu dem Zweck 
bezeichnen wir mit ®’ den von {z,, Az,}, {z,, Aza}, .... erzeugten Unterraum in ®4. Ferner 


erklären wir ®, und ®, durch 
{2,0} =F%$, „=D. 
Dann ist (nach Definition der Reduktion in $4,2) zu zeigen: 


1. ADLSM. 
2. ADDEN. 
3. D m D, + PD. 


Beweis. 1. Nach Definition von ®, ist 
{0, AD} om (E — F)®. 
Weil die {z,, Az„} (n > 0) eine Grundmenge in 8’ sind, sind die Az, eine Grundmenge 


in AD,. Nach (7) liegen aber alle Az, (n>0) ın M. 
2. Gilt (y, 2.) =0 für alle n 20, so ist auch 


(Ay, 2.) = (y, A*2z,) -(y, 2 u” a.) =), 


wenn Ay existiert; aus yEeDN folgt also Ay | M, AyeN. 
3. Für alle yEe® gilt die Identität 
({y, Ay}, {2n, Azn}) = (Y, 2.) + (Ay, Au) = (Y, z+ A*Az) = (y 2-1) (n>0). 
Verschwinden der linken Seite bedeutet {y, Ay}e®4&8%’, Verschwinden der rechten 
Seite bedeutet yEeD,. Es ist also 
{9,0% = F(BLO#B). 
Aus 
Bı = VE(BıSP) 
folgt demnach durch Anwenden von F 
{, 0, = :{D,, 0} + {D,, 0}, 
D-D,+2,. 

4. Weil z, in M liegt, kann A in M nicht selbstadjungiert sein, A muß in M min- 
destens den Defektindex 1 haben. A hat aber in ganz ® den Defektindex 1, und nach 
$ 11,1 verhält sich der Defektindex bei Reduktion additiv. Das ist nur möglich, wenn 
A in M den Defektindex 1 und in N den Defektindex O0 hat. Wir wollen noch zeigen, 
daß N der größte A reduzierende Unterraum ist, in dem A selbstadjungiert ist, daß also A 
in M irreduzibel ist. 





36) Es ist a, = (— y()i ER (64) 
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Sei P ein Projektor, PvA. Dann hat wie oben A in PW oder in (E — P)®, 0. B. 
d. A. in PW%, den Defektindex 1, im orthogonalen Komplement (E — P)® den Defekt- 
index 0. PW enthält also ein z=+0 mit (A*? + E)z=(, das nach (3) von z, linear 
abhängig ist, d. h. P® enthält z,. Aus PvA folgt nun PvA*, Pu(A*A +E)"=H, 
PW reduziert 7, PW enthält mit z, auch alle H”z, = 2,, d.h. ME PR. 

Der nurmaximale Operator A legt also eindeutig eine Zerlegung 

| W_-MEoN 
des Raumes ® fest derart, daß A in M irreduzibel und nurmaximal, in N dagegen selbst- 
adjungiert ist. Natürlich ist 

Dim M=a. 

5. A und B seien zwei irreduzible nurmaximale Operatoren im Wachsschen Raum ®%. 
(Dann ist Dim ®ß = a.) Wiein $ 11, 2 seien z,, 2], . . . so gewählt, daß |z,| = 1, A*z, = 2ıl, 
(AA +E) "2, = 2%. Analog seien £,£&,... so gewählt, daß |&,| =1, B*%, = dl, 
(B*B+ E) "ft, =&n. Nach dem E. Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren kann 
man aus 29,21... ein Orthonormalsystem p%,, P1, - - . herstellen, das durch die beiden 
Eigenschaften 

1. p, ist von 2,2 
2. (p,,2,) > 0 
eindeutig bestimmt ist ®). In 


p, = 22,6 = Z3p,d 


.‚2, linear abhängig, 


0’ 1? ... 


vn 


sind dann die c,, und die d,„ nur von den b; abhängig; weil aber die b, nach $ 11, 2 nicht 
von A abhängen, sind auch die c,, und die d,„ nur von » und n, nicht aber von A ab- 


hängig. Konstruiert man das Orthonormalsystem 99, 91 - - - ZU £y &1,.. . genau so wie 
Po» Pıs-- - ZU 2 21 - - -, SO ist deshalb 
n n 
warn Dit 
mit denselben c,„, und d,„. Der von po P1, - - . erzeugte Unterraum ist genau der von 
29 21... erzeugte Unterraum, dieser reduziert A nach $ 11,3; weil A als irreduzibel 
vorausgesetzt war, ist jener Unterraum gleich ®: die p,, Pı, - - - sind ein in W vollstän- 


diges Orthonormalsystem. Analog sind die 99, 91... ein in W vollständiges Ortho- 
normalsystem, weil B irreduzibel ist. Darum gibt es einen unitären Operator U mit 
„=-Ur, md). 


Dann ist auch 


und 
Bin z A Un = z Uz, Ay—, = UAz, = UA u" In (n > 0), 


denn in (7) sind auch die a, von der speziellen Wahl von A unabhängig. Dem Beweis 
in $14,3 entnimmt man, daß 3, der von den {z,, Az,}, {23, Azg},... erzeugte Unter- 
raum ist. Das orthogonale Komplement dieses Unterraums in ®4 entsprach ja dem 
dortigen N, das hier verschwindet. Analog ist ®z der von den {£,, Böıh {&a, Bla}, - - - 


erzeugte Unterraum. Aus 


{Cu Bent = Ulzn, Azn} (n > 0) 


37) Weil die 2„ linear unabhängig sind. 
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folgt darum 


Br = UB:. 
Dies ist aber offensichtlich gleichbedeutend mit 
B = UAU". 

Also: Alle nurmazxımalen ırreduziblen Operatoren im Wachsschen Raum sind unitär- 


äquivalent. 

6. Man kann schließlich noch die Frage aufwerfen: Gibt es überhaupt nurmaximale 
Operatoren im unendlichdimensionalen Wachsschen Raum ? Das ist tatsächlich der 
Fall. Man stelle sich z. B. einen maximalen Hilbertschen Teilraum 9 des Wachsschen 
Raums ® wie in $8,3 her (etwa als abgeschlossene Hülle des von einem in W vollstän- 
digen Orthonormalsystem erzeugten Ä-Rechtsmoduls), in diesem kann man dann einen 
nurmaximalen Operator vom Defektindex {1,0} konstruieren #). Dieser wird sich in 
eindeutig bestimmter Weise zu einem nurmaximalen Operator des Wachsschen Raums ® 
fortsetzen. 

Man kann auch einen nurmaximalen Operator im Funktionenraum explizit hin- 
schreiben °°). 


$ 12. Propädeutische Betrachtung normaler Operatoren. 


1. Ein abgeschlossener Operator N heißt normal, wenn N* existiert und wenn 
NN* = N*N %) 
oder, was dasselbe ist, 
(NN* +E)"={N*N + EY". 

2. B. ist jeder selbstadjungierte Operator und jeder Imaginäroperator normal. Im 
Hilbertschen Raum gibt es bekanntlich eine Spektralzerlegung normaler Operatoren ®), 
die sich von der Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren im wesentlichen nur 
dadurch unterscheidet, daß sich das Spektrum über die ganze Gaußsche Ebene erstrecken 
kann. Ein Analogon im Wachsschen Raum ist nicht ohne weiteres zu sehen. Deshalb 
wollen wir uns erst am Spezialfall des endlichdimensionalen Wachsschen Raums orien- 
tieren, um zu erfahren, was wir im allgemeinen Fall erwarten dürfen. 

2. Ist pP, Pa ---,p,„ ein vollständiges Orthonormalsystem im n-dimensionalen 
Wachsschen Raum ® und sind A,, Aa, .. ., An beliebige Quaternionen, so wird durch 

(1) Np,=p, 4, be12:.,8) 
ein beschränkter Operator N festgelegt, der offenbar normal ist. Aber A,, Ay, ..., An 


sind durch N nicht bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Wenn man z. B. p, 
durch p,n ersetzt (|n| =1) und p,,..., P?„ ungeändert läßt, so muß man, damit (1) 
auch nach dieser Transformation gilt, }, durch !},n ersetzen, was für A, € R ım allge- 
meinen von A, verschieden ist, während sich 4,,..., A„ nicht ändern. Die A,,..., An 
lassen sich nun bekanntlich durch solche Transformationen A — r!An (|n| =1) alle in 
die abgeschlossene obere Halbebene von Ä bringen, so daß für die transformierten 
Ayo. An gilt 
‚, ,—4), 

(2) \,EK, ie 0. 

Wir dürfen also immer annehmen, in (1) seien die A,,..., 4. schon gemäß (2) 
gewählt. Unter dieser Zusatzvoraussetzung läßt sich nun leicht zeigen, daß die A, durch 

#) ZB. Stone [1] S. 349f. 

”#) Vgl. Stone [1], Theorem 10.8. 


#0) In bezug auf den Sinn dieser Definition siehe v. Neumann [3] S. 308f. 
#1) v. Neumann [2] V, Stone [1] VIII 83. 
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N bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind: Ist q,,. . ., q, noch ein Orthonormal- 
system, 
Ng,=q,u, (=h...n), 
u. 
u,e K, e Hn >. 0, 


und ist etwa 


so ist 
= p,A,S, 2 Ng, au q,4ı = 2 p,8,h, 
1,5, - 5, 
aus A =£&u, £”' folgt wegen der eindeutigen Normierung (2) der ), und u „daß A = u, 


y 


daher ist &, =0 für A, # u,; jedes g, ist daher von den p, mit 
A,=Uu, 

linear abhängig, zu einem jeden „Eigenwert‘“ A gibt es höchstens so viele q, wie p,, weil 
doch diese q, in dem durch diese p, bestimmten Unterraum ein Orthonormalsystem sind; 
es gibt aber gleich viele q, wie p, (nämlich n), daraus folgt die Behauptung. 

3. Jeder normale Operator N im n-dimensionalen (n <a) Wachsschen Raum läßt 
sich in der Hauptachsenform (1) darstellen. 

Beweis (durch Induktion nach n). Der beschränkte hermitesche Operator N + N* 
hat nach $8,4 einen reellen Eigenwert: 

(N+N*)p=4p, p#0, HER. 
Der zum Unterraum M aller p mit 
(N + N*)p=p 

gehörende Projektor ist nach der Spektraltheorie wegen NvN + N* mit N vertausch- 
bar: M reduziert N. Genau so reduziert der Unterraum M +0 den beschränkten 


hermiteschen Operator 
(n-22) (9-32) 
2 2)’ 
dieser Operator hat also einen (natürlich nichtnegativen) Eigenwert u, auch wenn man 
ıhn nur als Operator in M betrachtet: 


* 
(v2) (v—2E)p= up, pn W,uz0mR. 
7 


* 
— E) (2 E) reduziert der Unterraum ®W aller p mit 


Wegen No[N -7 


(N + N*)p = Ap, 


* 
(3) (v—2E) (n—5E)p= u 
gleichfalls N. Ist nun 
n>o, 
so reduziert N auch den Operator 
/ 
N— 5 E 


Vn 


mal- 


a Un 


ch- 
ten 


ıan 
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Dieser Operator 7 ist aber, als Operator nur in N betrachtet, Imaginäroperator: (3) 
besagt ja genau 
(T+T*)p=0, T*Tp=p 
für alle peR. Nach $8,3 gibt es ein in WX vollständiges Orthonormalsystem p,,:. -, P, 
mit 
Tp, — Pi (v = 1, u, s), 
d.h. 
z B, u 


Sollte aber «u = sein, so folgt aus (3) 


et 
(#22) (-12)m0) = 


(4) ist dann für jedes beliebige vollständige Orthonormalsystem p,,..., p, In ® erfüllt. 
Um (1) zu erreichen, genügt es nun, p,,..., p, durch ein geeignetes vollständiges Ortho- 
normalsystem in WEN zu ergänzen, d.h. N in WEN auf die Form (1) zu bringen. 
Wegen N +0 ist aber 
DIM(VBEN) <Dim ®ß=n. 

Setzen wir die Lösbarkeit von (1) für alle kleineren Dimensionen als n voraus, so folgt 
sie auch für n. 

Man beachte, daß wir (2) gleich nebenher erreicht haben. Der Grundgedanke 
dieses Beweises ist derselbe wie der des Beweises des Hauptsatzes in $ 13. 


4. Nehmen wir einmal der Einfachheit halber an, in (1), (2) seien alle 


also kein 7, reelle Dann ist der durch 
| T,p,=Pp,ı (veil,...,;,8) 
festgelegte Imaginäroperator 7, mit N vertauschbar, und jeder mit N vertauschbare 
beschränkte Operator ist auch mit 7, vertauschbar #). In den Bezeichnungen des 
letzten Beweises stimmt 7, mit dem damals eingeführten 7T genau in R überein. Setzt 
man 
„er +ib, ZER,DL<N CH, 

so geht (1) ın 

Ar af a) f „rl 

Np,=(4E+4,T,)P, (va=1,..,%) 
über. Dies ist die vernünftige Schreibweise und nicht (1); das sieht man schon daran, 
daß für festes A und 2A” die Menge der p mit 

Np=(AE+%TT,)p 
ein Unterraum ist, während doch bei festem A€ R die Menge der p mit 

Np=p4 

kein Unterraum war. Man muß also sozusagen das i als 7, nach vorn ziehen, was nur 
für gewisse p erlaubt ist, und erhält eine Gleichung mit größerem, abgeschlossenerem 


A.—Ä 
. v A Rn BE en 
Cap tpr 7 ug 0 folgt 10,5 = 6„gt oder 0,5 — 0. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 12, 15 


#2) Aus /,c, ),eK, 
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(Grültigkeitsbereich. Wie sich aus den nachfolgenden Erörterungen ergeben wird, ist 
7, durch N eindeutig und unitärinvariant bestimmt. 

Jetzt können wir schon ungefähr formulieren, was bei unendlicher Dimension zu 
erwarten ist. Wir werden eine Spektralzerlegung normaler Operatoren erhalten, ähnlich 
der im Hilbertschen Raum, nur wird das gesamte Spektrum bei geeigneter Normierung 
der abgeschlossenen oberen Halbebene angehören. Und was im Hilbertschen Raum ı{ 
tat, wird ım Wachsschen Raum ein geeigneter Imaginäroperator T, tun. 


Was geschieht aber, wenn die Voraussetzung un 0 nicht mehr für alle 
x 


- “ 


a Drmsak h A—h ’ h 
v—1,2,...,n erfüllt ist? Nun, die p, mit +. ">0 erzeugen jedenfalls einen 
i Ä 


Unterraum $, der N reduziert. ‚Sein orthogonales Komplement W&X wird von den 
p, mit reellen A, erzeugt, in WO ist also N selbstadjungiert. Man erkennt leicht, daß 
West genau die Menge aller x mit 

Nz = N*’r 
ist. Einem selbstadjungierten Operator auch einen Imaginäroperator zuzuordnen, wäre 
unnütz; die Zuordnung könnte auch gar nicht unitärinvariant sein. Man wird daher 
den Imaginäroperator 7, einfach nur in $ definieren. 

Nun sind wir so weıt, daß wir den Hauptsatz über normale Operatoren, dessen 
Beweis der Schluß dieser Arbeit gewidmet ist, endgültig formulieren können. 

5. In Anbetracht der zuletzt erwähnten Schwierigkeit führen wir folgende Bezeich- 
nung ein: 

Ist C ein Operator und $t ein Unterraum und nimmt C im Durchschnitt seines 
Definitionsbereichs mit $! nur Werte aus $! an (z. B. wenn $? den Operator C reduziert), 
so bezeichnen wir mit Cg den aus C durch Einengen des Definitionsbereichs von € 
auf seinen Durchschnitt mit $ entstehenden Operator. Also: 

Ca2| Cx, wenn ze und Cr sinnvoll, 
sonst sinnlos. 
Dann gilt der 


Hauptsatz über normale Operatoren: N sei ein normaler Operator im Raum N. 
Dann gibt es zu N drei Operatoren A, B, T, und einen Unterraum R mit folgenden Eıgen- 
schaften: 

a) A und B sind selbstadjungierte Operatoren, B ist nichtnegativ definit; R ist dıe 
abgeschlossene Hülle des Wertebereichs von B, also *?) das orthogonale Komplement des 
Eigenraums von B zum Eigenwert O; T, ıst nur ın 8 erklärt und nimmt nur Werte aus 
N an; T, ist, als Operator ın St angesehen, Imaginäroperator. 

b) Jeder Spektralprojektor von A oder von B ıst mit N und N* vertauschbar; 
st reduziert N und N*, und in X güt To0N., To(N*).- 

c) Ist C ein beschränkter Operator und gilt CvoN und CvN*, so gilt CvA, CvB, 
Kt reduziert C, CavT, ın &. 

d) N=A+TBßB, 

N*=A—TyB. 

Der Hauptsatz soll in $$ 13—14 bewiesen werden. Es wird sich dabei auch die 
eindeutige Bestimmtheit von A, B, T,, ® ergeben. 

6. Ist P; die Spektralschar von A (d.h. ist ?; der O-Projektor von A— AE im 


3) Nach einer schon in $3, 2 gemachten Bemerkung. 
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Sinne von $ 7,1) und ist Q,- die Spektralschar von B, so folgt aus 
N=A+TsB, a: f „dP;, B= f 2 dQOy- 


formal 
N=f f(# + T,R”)dQ;- dP;, 
—ı 0 

d. h. eine Spektralzerlegung von N in der abgeschlossenen oberen Halbebene der Gauß- 
schen Ebene, wo nur ı durch T,, ersetzt ist. Wir werden darauf noch genauer einzugehen 
haben, vorläufig begnügen wir uns mit der Feststellung, daß wirklich die P, mit den 
Q;- vertauschbar sind [P;vN\, N* nach b), darum Py;vB nach e), d.h. P;vO;-) und 
daß aus ähnlichen Gründen auch P,, und Qz-, mit 7, in 8 vertauschbar sind. 


Eine gewisse Analogie zu dem einfacheren lokalen Zerlegungssatz in $ 7 ist unver- 
kennbar: Erst Aussagen über die Natur der Dinge, deren Existenz behauptet wird [dort, 
daß P._ Projektor ist, hier a)], dann Vertauschbarkeit des neu Eingeführten mit dem 
Gegebenen [dort 2., hier b)], dann Vertauschbarkeit des Neuen mit allen beschränkten 
Operatoren €, die mit dem Gegebenen vertauschbar sind [dort 1., hier c); daß $t einen 
Operator reduziert, ist ja nach $4,2 auch eine Vertauschbarkeitsaussage], zuletzt die 
formale Relation, die das eigentliche Ziel der ganzen Konstruktion ist, ohne jene vorher- 
gehenden Feststellungen aber praktisch wertlos wäre [dort 3. und 4., hier d)]; in $7 
schloß sich dann nur noch eine unwesentliche Normierung 5. an. 

Es ist nach dem Vorangegangenen leicht, den Hauptsatz im Fall des endlich- 
dımensionalen Wachsschen Raums direkt zu beweisen: Bringt man wieder N auf die 
Normalform (1), (2) und setzt man 

„ee, tin,; ER, 
so werden A, B, T, durch 
Ap,=4p,; Bp,=4,p,; Top,=p,i (A >0) 
bestimmt, während $? der von den p, mit #/’> 0 erzeugte Unterraum ist. Wir wollen 


aber auf die Einzelheiten nicht eingehen. 

7. Der Hauptsatz gilt nicht nur im Wachsschen Raum, sondern auch in den beiden 
Hilbertschen Räumen. Es wird später klar werden, inwiefern er mit dem bekannten 
Spektralsatz für normale Operatoren im Hilbertschen Raum gleichwertig ist. 

Wir werden in $ 13 zuerst den Hauptsatz ım Fall beschränkter normaler Operatoren 
direkt beweisen. Darauf werden wir ihn in drei einzelne Behauptungen zerlegen. In 
$ 14 wird dann gezeigt, daß für jeden normalen Operator, für den jene drei Behauptungen 
zutreffen, auch der Hauptsatz gilt. Weil der Haupt®atz und damit auch die drei Be- 
hauptungen für beschränkte Operatoren schon bewiesen sein werden, wird es dann 
unsere einzige Aufgabe sein, sie von beschränkten auf unbeschränkte Operatoren zu 
übertragen; dies wird ähnlich wie in $7,3 geschehen. Es ist zwar durchaus möglich, 
den Hauptsatz direkt von beschränkten auf beliebige normale Operatoren zu übertragen, 
die hierbei notwendigen Rechnungen sind jedoch so wenig durchsichtig, daß der oben 
skizziertte Umweg bei weitem den Vorzug verdient, um so mehr, als er gerade an den 
praktischen spektraltheoretischen Anwendungen unserer vielleicht etwas ungewohnten 
und umständlichen Begriffsbildungen vorbeiführt. Die Kenntnis der gewöhnlichen 
Spektraltheorie, insbesondere ihres Rießschen Aufbaus **), wird dabei natürlich voraus- 
gesetzt. 


4) Rieß [1], bes. 5. 4551. 
15* 
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$ 13. Beschränkte normale Operatoren. 


l. N sei ein beschränkter normaler Operator. Wir wollen den in $ 12, 5 formulierten 
Hauptsatz für N beweisen, indem wir A, B, T,, 8 direkt angeben und die dort be- 
haupteten Eigenschaften nachweisen. 

Es werde definiert 


Dann ist A ein beschränkter selbstadjungierter Operator, und aus CvN, CvN* folgt 
CvA. Insbesondere gilt 


AvN,N*. 
Darum ist auch jeder Spektralprojektor von A mit N und N* vertauschbar. 
Der Operator 
(N — A)*(N — A) 
ist beschränkt, selbstadjungiert und nichtnegativ definit. Nach einer Bemerkung ın 


$ 3, 3 gibt es daher einen beschränkten selbstadjungierten nichtnegativ definiten Operator 
B mit den Eigenschaften: Es gilt 
B®=(N —A)*(N—A), 
und aus Cv(N — A)*(N — A) folgt CvB. Insbesondere folgt CvB aus CvN, N*, daher 
ist B und somit auch jeder Spektralprojektor von B mit N, N*, A vertauschbar, denn 
N,N*, A sind ja beschränkte mit N, N* vertauschbare Operatoren. 
ft sei der vom Wertebereich von B erzeugte Unterraum, also #) das orthogonale 
Komplement in R des Unterraums aller x mit 3x = 0. Aus der Spektraltheorie ist 
bekannt, daß der zu fl gehörige Projektor genau der O-Projektor von — B ist (B war 
ja nichtnegativ definit). Aus CvB folgt also, daß der zu St gehörige Projektor mit € 
vertauschbar ist, d.h. daß $! den Operator C reduziert. Ist insbesondere der beschränkte 
Operator € mit N und N* vertauschbar, so ist C, wie wir schon wissen, mit B vertausch- 
bar, $ reduziert also alle diese €. Daher reduziert auch N und N*. 
Damit sind schon alle Behauptungen des Hauptsatzes bewiesen, in denen 7, nıcht 
vorkommt. 
2. Nach Definition von DB gilt identisch 
|Bz| =|(N —A)e|. 
Aus Bx = 0 folgt daher (N — A)z =0. Zu jedem y gibt es deshalb höchstens ein z, 
mit dem für passendes x gilt: 
Bze=y (N —A)s =. 
Wäre nämlich etwa noch 
Bx’' =y, (N—A)e =2z', 
so wäre 
B(lz — x) =0 
(N — A): — x) =0 


Der Operator, der genau den y, zu denen es solch ein z gibt, dıes z zuordnet, während 
er den anderen y nichts zuordnet, heiße 7’: 


Ty=2 
Der Definitionsbereich von 7’ ist also der Wertebereich von B. Wegen |T’y| = |y| 
kann man 7’ stetig in die abgeschlossene Hülle 8 des Wertebereichs von B fortsetzen; 
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der so fortgesetzte Operator heiße T,. Es gilt also 


T,lim y, = lim T'y, 


für y, im Wertebereich von B, lım y„et. 
Nach Definition von T, ist 
TB=N-—-A 
nach Definition von A ist aber 


Aus beidem zusammen folgt 
N=A+T)B, N*=A—TyB. 
Wegen 
((N — A), (N — A)y) = (Br, By) 
ist 7’ und damit auch 7, ein isometrischer Operator. Um zu beweisen, daß & durch 
T, unitär in sich transformiert wird, haben wir nur zu zeigen, daß ft der Wertebereich 


von T, ist. — Der Wertebereich von T’ war der von N — A, der Wertebereich von T, 
ist darum der vom Wertebereich von N — A erzeugte Unterraum (7, ist ja isometrisch); 
dieser ist 2?) das orthogonale Komplement des Unterraums aller x mit (N — A)*z = 0 





oder wegen (NV — A)* = — (N — A) das orthogonale Komplement des Unterraums 
aller x mit (N — A)z =0. Weil aber (N — A)z =0 und Br = 0 gleichbedeutend sind, 
ist der Wertebereich von 7, auch das orthogonale Komplement des Unterraums der 
x mit Br = (0. Damit ist schon bewiesen, daß der Wertebereich von 7, gleich $ ist, 
daß 7, also X unitär auf sich abbildet. 

Aus 

TB=N-—A 
folgt 
T,B?=(N—-A)B=B(N—A) =BT,B, 
d.h. 
T,By = BToy 
für alle y ım Wertebereich von DB, aus Stetigkeitsgründen für alle yet, d.h. 
ToBs ın . 
Nun existiert Ba. Denn ist zest und Bas = Bz =(, so liegt z nach Definition von 
& ım orthogonalen Komplement von $t; weil auch zE & sein sollte, muß z = OÖ sein. Aus 
N—A = Ty,B folgt daher 
Ne— An = T,Ba = Bel, 
Ba (Ns — As) = T, 
Ist nun € irgendein beschränkter Operator mit CvN, CvN*, so gilt, wie wir schon wissen, 
auch CvA, CvB, und & reduziert €; nun können wir auch noch schließen 
CovBg (Na — As) = T,. 
Das gilt insbesondere für C=N und für C = N*. 

Damit sind alle Aussagen des Hauptsatzes bestätigt bis auf diese: 7, soll in X 
Imaginäroperator sein. Wir wissen bisher nur, daß T, in $ unitär ist. Nun ist aber 
der Wertebereich von B& in St dicht, dern aus ze ft, z | B?y für alle ye Kt folgt z | B°x 
für alle zeR, B%z_ | x für alle zeR (weil B hermitesch ist), B&z = 0; weil aber By’ 
existiert, ist das nur für z= (0 möglich. Aus der Gleichung 

T Ba = T (Ns — As)Ba = (Na — As)T, Ba = (Na — Ag)? 
— (Ne — As )*(Ng — As) = — BA 
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folgt deshalb 
Tex = —%& 
für alle x im Wertebereich von 3%, also auch für alle ze ®, d.h. 
T% = — En. 
Damit ist auch gezeigt, daß 7, in $t Imaginäroperator ist, und der Hauptsatz über 
normale Operatoren ist für den Fall beschränkter normaler Operatoren bewiesen. 

3. Wir stellen nun drei Sätze auf, die, wie sofort zu sehen ist, für jeden normalen 
Operator gelten, für den der Hauptsatz richtig ist, insbesondere also für jeden be- 
schränkten normalen Operator. In $ 14 werden wir sie für beliebige normale Operatoren 
beweisen, und daraus dann rückwärts die Allgemeingültigkeit des Hauptsatzes erschließen. 

l. /st N ein normaler Operator, so reduziert der von allen x mit Nx = N*x erzeugte 
Unterraum N und jeden beschränkten mit N und N* vertauschbaren Operator. 

Beweis. Wegen 

N=A+T,B, N*=A—T,B 
ist Vz = N*r mit T,Bx = 0 gleichwertig; 7, ist aber in $ Imaginäroperator, darum 
folgt Bx = 0, x liegt im orthogonalen Komplement von 8; und darum auch RoR 
reduziert aber, wie im Hauptsatz steht, N und jeden beschränkten mit N und N* ver- 
tauschbaren Operator. 

Il. Zu jedem normalen Operator gibt es einen Projektor P_ (er heiße in Analogie 
su 87 0-Projektor von N) mit folgenden Eigenschaften: 


1. Aus CvN, CoN* folgt CvP_. 
2. PN, P_vN*. 
3. ((N + N*)P_x, x) <0, wo (N + N*) P_x sinnvoll ist. 
.((N + N*)(E— P_)z,x) 20, wo (N + N*)(E — P_)x sinnvoll ist. 

5. Aus N + N*z=0 folgt P_r =0. 

Beweis. Für P_ nimmt man den 0-Projektor von A. Die Eigenschaften 1. und 2. 
folgen dann aus c) und b) des Hauptsatzes, in bezug auf 3., 4. und 5. beachte man 
nur, daß (wegen d)) gilt 


En 


N + N*<s2A. 
Um III formulieren zu können, machen wir eine Vorbemerkung: Ist 7 Imaginär- 
operator, so folgt aus TvuAR, daß sogar TR = RT ist. Denn es gilt 
TRERT=—-T:RT=—-TRT’=TR, 
also muß hier überall das Gleichheitszeichen stehen. 
Hieraus folgt: Ist N normal, 7 Imaginäroperator, TvN, ToN*, so ist auch TN 
normal mit (TN)* = — TN* Denn: 


(TN)* = N*T* = — N*T=— TN*, 
TN(TN)* = — TNTN* = — TENN* = NN*, 
(TN)*TN = — TN*TN = — TEN*N = N*N = NN*. 


III. Zu jedem normalen Operator N mit der Eigenschaft, daß Nx = N*x nur für 
x —=0 gilt, gibt es einen Imaginäroperator T,, der mit N, N* und allen mit N und N* 
vertauschbaren beschränkten Operatoren vertauschbar ist, so daß der 0- Projektor des normalen 
Operators T, N gleich 0 wird. 

Beweis. Die Voraussetzung, daß Nx = N*x nur für x = 0 gilt, besagt, wie aus 
der im Anschluß an I gemachten Bemerkung ersichtlich ist, genau £ = R; wir weisen 
die Eigenschaften für das 7, des Hauptsatzes nach, das ja jetzt in ganz R Imaginär- 
operator ist. Die Vertauschbarkeitsaussage für dies 7’, steht schon im Hauptsatz, es 
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ist nur zu zeigen, daß O im Sinne von II 0-Projektor von 7, N ist. Und dazu genügt 
es wieder, 
((T5 N + (TS 'N)*)x, x) > 0 
nachzuweisen. Nun ist nach d) 
TI N=MWA+B, 
(TI NP? = -—- TI N = — nTArB, 
Ts N + (TI N)*<2B: 

B war aber nichtnegativ definit. 

4. Der O- Projektor eines normalen Operators N ist durch N eindeutig bestimmt. \as 
zeigt man analog wie beim Fall eines selbstadjungierten Operators ®) so: Sind P.. 
und Q_ zwei 0-Projektoren von N, so ist 

P_—0_ = P_(E —Q_) — (E — P_)Q; 

wegen 1. und 2. gilt P_vQ_, rechts steht also die Differenz zweier Projektoren. Für 
alle ze P_(E — OR gilt P_r = x und (E — Q_)x = x, also nach 3. und 4. sowohl 
((N + N*x,x2) SO wie ((N + N*)x, x) 0, also ((N + N*)x, x) = 0; weil N + N* 
hermitesch ist #), folgt in bekannter Weise (N + N*) P_(E — O_)R = 0, wegen 
3. P_P_lE —Q_)R =0, PIE —0O_) =. Analog zeigt man (E P_W_=0. 

Auch das T, von Ill ist durch N eindeutig bestimmt. 

Beweis. Aus Nxz = N*x folge x = 0, und mit T, habe auch der Imaginäroperator 
T, die obigen Eigenschaften. Dann sind 7, und 7, vertauschbar, und 

E—TsTl, 
) 


ist ein Projektor; setzt man 


E—T,T 
n CIN=-M, REM=N, 
so ist 
LT. = Ta für EM, 
B 5 Te = — T,x für vEN ). 


Wir haben zu zeigen, daB DW =0 ist. Für ze ist aber 
(TS'N + (TS'N)*)a,x)>20 und ((TI'N + (TI'N)*)x, 2) > 0, 
wenn diese Ausdrücke existieren; aus beidem zusammen folgt aber wegen zEW 
(T N + (To N)*)x = 0 
analog zu einem oben gebrauchten Schluß. Weil aber 
T, N+(T N)*=T, (N — N*) 
ist, folgt 
(N — N*)r =0; 
nach der Voraussetzung über N folgt daraus x = 0. Diese x liegen, weil T, N+ ( T, N)* 
hermitesch ist, in N dicht, daher ist in der Tat 
N—=0. 

55) Rellich [3] $. 7. 

#6) Ist N normal, so ist N + N* hermitesch. Denn ((N + N*) x, y) = (2, (N + N*)y) ist trivial; der Werte- 
bereich von (N*N + E) '= (NN* + Ey! ist aber in R dicht, und inihm sind N und N* überall erklärt, darum 
ist der Definitionsbereich von N + N* in R dicht. Dasselbe gilt natürlich in jedem N (und daher auch N* und 


N + N*) reduzierenden Unterraum. 
47) Beweis analog zu $9, 4 (dort war T, = ıE, T, = T gesetzt). 
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$ 14. Beweis des Hauptsatzes. 


l. Wir beweisen zunächst, daß für einen normalen Operator N, für den der Haupt- 
satz gilt, A, DB, st und 7, durch N eindeutig bestimmt sind. Zunächst ist $ als ortho- 
gonales Komplement des von den x mit Nx = N*x erzeugten Unterraums eindeutig 
durch N festgelegt. Ferner ist der O-Projektor von A— AE (JE R) auch 0-Projektor 
des normalen Operators N — AE, wie im Anschluß an II gezeigt wurde (die dortige 
Beschränkung auf 4 = ist unerheblich), als solcher ist er durch N eindeutig bestimmt. 
Die Spektralschar von A und damit A selbst ist also eindeutig festgelegt. Nun benutzen 
wir die Reduktionsinvarıanz des Hauptsatzes. Damit ist folgendes gemeint: Ist M 
irgendein Unterraum, der X reduziert, so kann man einfach die Definitionsbereiche 
von N, N*, A, B, T, auf ıhre Durchschnitte mit M verengen und auch 8 durch EM 
ersetzen, dann hat man den Hauptsatz für das so eingeengte Nm dastehen. Ein Beweis 
dieser einfachen Tatsache ist nicht nötig. Wenn M außerdem jeden mit N und N* ver- 
tauschbaren Operator reduziert, so folgt sogar aus der Gültigkeit des Hauptsatzes für 
Nm und für Nxsm auch wieder seine Gültigkeit für N selbst. Wir werden das später 
beim Beweis des Hauptsatzes noch anwenden. Schon jetzt aber sehen wir: Weil 7, 
nur in st erklärt ist und weil B(RSK) = 0 gilt, genügt es, die eindeutige Bestimmtheit 
von T, und Bin it zu zeigen. Nach dem oben ausgesprochenen Prinzip kann man sich, 
weil $! N reduziert, dabei überhaupt auf die Betrachtung von N in St beschränken, d.h. 
man kann annehmen, daß St der ganze Raum sei: X! = NR. Dann sind aber die Voraus- 
setzungen von III erfüllt. Wie schon dort bewiesen wurde, ist 7, dann der Imaginär- 
operator, dessen Existenz in III behauptet wird, als solcher ist er eindeutig bestimmt. 
Schließlich ist ohne Mühe analog II zu sehen, daß für 41€ R der O-Projektor von B— JE 
zugleich auch O-Projektor von T,"N — AE ist, darum sind alle Spektralprojektoren 
von B und damit auch B durch N eindeutig bestimmt. 

2. Dieser Beweis zeigt schon, wie wir unter Voraussetzung der uneingeschränkten 
(rültigkeit von I, Il und Ill den Hauptsatz allgemein beweisen können. Sei also N irgend- 
ein normaler Operator. Dann reduziert nach I der von den x mit Nx = N*x erzeugte 
Unterraum M den Operator N und alle mit N und N* vertauschbaren beschränkten 
Operatoren. Nach dem obigen Reduktionsprinzip genügt es also, den Hauptsatz für 
N und, NEM = ft gesetzt, für Ng zu beweisen. Mit anderen Worten, es genügt 
den Hauptsatz in folgenden beiden Extremfällen zu beweisen: 

a) Die x mit Nx = N*x liegen im Raum dicht. 

b) Au Nx = N*r folgt 2 =. 

Wir werden diesen Nachweis nun unter Verwendung von II und III führen. 

a) Die x mit Nx = N*x mögen in R dicht liegen. Dann sei P, der 0-Projektor 
von N — ZE. Ganz analog zu Rieß [1] S. 45—51 sieht man: die P;sind eine Spektralschar, 
und bezeichnet man den Operator, der den x mit Nx = N*x dies Nx, den übrigen & 
nichts zuordnet, mit A, so ist (A abgeschlossen und in einer in R dichten Menge definiert 
und deshalb) 


Aus N>A und N*>2A4 folgt nun N<A*=A,N =4A. Man kann also das A des 
Hauptsatzes gleich unserem A = N setzen; man wird dann B = 0, 8 = O0 zu setzen haben, 
T, braucht nicht erst definiert zu werden (7,0 =0). Man sieht ohne weiteres, daß 
sämtliche Behauptungen a)—d) des Hauptsatzes richtig sind. In diesem Extremfall 
hat sich also N als selbstadjungiert ergeben. 
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b) Nun folge aus Nr = N*x, daß x=0. Dann setzen wir = NR. Wegen III 
gibt es einen Imaginäroperator 7,, der mit N und allen beschränkten mit N und N* 
vertauschbaren Operatoren vertauschbar ist, so daß der O-Projektor von 7% 'N verschwin- 
det, d. h. daß stets 

(75 "N + (TI N)*)x,x) > 0 

gilt. Wir bezeichnen für reelle A’ und 4A” mit P% den 0-Projektor von N — ?7’E, mit 
Q;- den O-Projektor von 77'N —#’E. Wie bei Rieß [1] S. 45—51 sieht man: Die 
P; und die Q,- sind je eine Spektralschar, sie sind mit N und N* und mit allen mit 


N und N* vertauschbaren beschränkten Operatoren vertauschbar, für 4’ < 0 ist QOy- = 0. 
Es seı 


+% = 
A=f KAP, B=fRdQr. 
—o 0 


Dann sind mit diesen A, B, &, T, alle Aussagen des Hauptsatzes erfüllt bis auf d). ( Daß 
& wirklich das orthogonale Komplement des Unterraums aller x mit Bx = 0 ist, folgt 


so: Weil TI N + nr hermitesch ist und wegen Q, = ist (lim O;-)R der von 


2’—>+0 
allen x mit (TI'N + (T, N)*)x =0 erzeugte Unterraum, also (vgl. $13,4) der von 
den x mit Nx = N*r BR Unterraum, also 0; daher lim Q- =0, d.h. auch aus 
Bz =0 folgt 2 =0.) . 
Ist nun A’ < u’ und A” < u”, so setze man 
A=(P»— Pr) (Qu —Qrr); 
ist dann ze AR und sind Nx und N*x sinnvoll, so ist 





| N N* a a 09 1 N — N* a 
| _: — z—Az|<s(wW"—A)|e| und |7T, ( — z—Ya|ı<s(u’—A')|e|, 
mithin IN — Az — "Tal s(" — + u" —A')|e]| 

und IN*z— Mc +A'Taels(u" — + u" —A")|e|. 


Daraus folgt, daß ganz AR zum Definitionsbereich von N und zum Definitionsbereich 
von N* gehört, und daß Nx und N*x dann und nur dann existieren, wenn 


f fü (22 + 2?) (dQO»-dP;x, x) 


—oı 0 
existiert, und daß dann 
+% o t 
Nı = f [#7 +A"T,)dQxdP;x, N*ı= 5 fü — /'T,) dOz-dP;x 
—{ı0 


ist. Auf Grund der bekannten Spektralformeln für Ax und Dx sieht man, daß sowohl Nr 
wie N*xz dann und nur dann existiert, wenn Ax und Dx existieren, und daß dann 


Nt=Ax+ T,Bt, N*z=Azxz—T,Bx 
ist. Die Einzelheiten sind wieder analog zu Rieß [1]. 
3. Auf eine Verallgemeinerungsmöglichkeit sei kurz hingewiesen. Es könnte sein, 
daß aus Nx = N*x nicht notwendig x = 0 folgt, daß aber trotzdem ein mit N (und N*) 
vertauschbarer Imaginäroperator T bekannt ist, für den auch nicht notwendig 
(T"N + (T"N)*x,x) > 0 
zu gelten braucht. Dann kann man wie eben eine Spektralzerlegung 


+ + +» +» 
N=f ft(#+4A”’T)dQxdPr, N*=[ [ (A —A’TydQxdP; 
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gewinnen. Die P; und die Q,;- werden mit N, N* und T und allen mit N, N* und T 
vertauschbaren beschränkten Operatoren vertauschbar sein. Man kann auch wieder 


+% 
A= f AdP;, B= f 2 dQy- 


setzen und ein Analogon des Hauptsatzes aufstellen, das insofern einfacher wird, als die 
Schwierigkeiten mit ® wegfallen und 7 schon von vornherein gegeben ist. Dafür weiß 
man eben nicht, ob es ein solches 7 überhaupt gibt, wenn man nicht schon eine Spektral- 


zerlegung von N kennt. 

Insbesondere kann man im Hilbertschen Raum T =iE setzen und kommt so zu 
der bekannten Spektralzerlegung normaler Operatoren im Hilbertschen Raum ®!) zurück. 

4. Nach dem Vorhergehenden wird der Hauptsatz über normale Operatoren be- 
wiesen sein, wenn die in $ 13,3 formulierten Behauptungen I, II, III, deren Gültigkeit 
bisher nur für beschränkte Operatoren feststeht, für beliebige normale Operatoren be- 
wiesen sein werden. Dazu sind einige Vorbereitungen nötig. 

Wie immer seien F und V durch 

Fay=i1n0, Vay={y— a) 

als Projektor bzw. Imaginäroperator in NR? erklärt. N sei ein normaler Operator, B der 
zu ®x gehörende Projektor. Wir wollen B explizit ausrechnen. Dazu sei 


H=(N*N+E)"=(NN*+E)". 
Nach $3,4 ist das ein beschränkter selbstadjungierter Operator. Wegen 
42,0% ={Hx, NHx} + {N*NHx, — NHex}, {0,y} = {N*Hy, NN*Hyy — {N*Hy, — Hy} 
Ist 
Bix,y} ={Hx + N*Hy, NHx + NN*Hy}, 
denn ®x war ja die Menge der sinnvollen {z, Nz}, R®&%8y die Menge der sinnvollen 
{N*Z, —£&}. Bildet man nun 
(1) D=BFVB—(E—B)FV(E—B), 
so ist unter Berücksichtigung von (E — B) {x, y} = {x — Hx — N*Hy, —NHx + Hy}: 
D{x, y} = {H(NHx + NN*Hy), NH(NHx + NN*Hy)} 
— {— NHx + Hy — H(— NHx + Hy), — NH(— NHx + Hy)} 
— {NHz, NHy), 


D= NH. 

Darum nach $4,3 

(2) FvD, VoD. 
Trivialerweise gilt auch 

(3) BoD. 
Schließlich ist 

(4) D* = — BVFB+ (E— B)VF(E — B)vD. 
Bei Beachtung von 

FV+VF=V 

(vgl. $7,3) folgt daraus 

(5) D—D* = BVB—(E— B)V(E—B). 
D ist also ein beschränkter normaler Operator in R?. Ferner gilt 

(6) CvN, N* genau wenn CvB. 


Denn CvN und CvN* gelten dann nur dann, wenn CdN und C*vN ($4,1), also dann 
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und nur dann, wenn CBxr< Br und C*By< Br *®), nach dem Zusatz von 84,2 heißt 
das genau CvB,. 
Weil für alle beschränkten € 


CoF,V 
gilt, folgt: 
(7) Aus CvN, N* folgt CvD, D*. 
Mit Hilfe von (1) und (4) rechnet man schließlich leicht nach: 
(8) (Diz, N2}, {2, Nz2}) = (N, 2), 
(9) (D*{z, Nz}, {z, Nz}) = (z, Nz). 


Weil D normal und beschränkt ist, gelten die Sätze I, II, III für D. Wir werden sie 
so lange umformen, bis sie für N dastehen. 

Der Definitionsbereich von N heiße ®D. 

5. Weil I für D gilt, ist der Projektor, der zum Unterraum aller {x, y} mit 

Die, Yy} Du D*a, y} 
gehört, mit D und allen mit D und D* vertauschbaren Operatoren vertauschbar. Ins- 
besondere ist er mit F und V vertauschbar, darum kann er ($4,3) gleich in der Form 
P geschrieben werden. Ferner ist P mit B vertauschbar, d. h. nach (6) 
PvN, N*, 
Und aus CvN, N* folgt nach (7) CvD, D*, daraus CvP, CvP. Jetzt fehlt nur noch der 
Nachweis, daß PR genau der von den z mit Nz = N*z erzeugte Unterraum ist. 

D liegt in AR dicht und PR reduziert N, darum ist DA PR in PR dicht (vgl. 
$4,2). Es genügt also, zu zeigen, daß zgeD®n PR und Nz = N*z gleichwertig sind. 
Wegen PvN besagt aber ze D PR genau {z, Nz}E€ PR, d. h. 

(D — D*) {z, Nz} = 0 
oder wegen (5) 


B{N,—}=0, 
{N2, - JEMOB: = VB, 
Nz = N*z. 


Damit ist I schon bewiesen. 
6. Weil II für D gilt, gibt es einen Projektor — wir können ihn wie oben gleich 


in der Form P_’ schreiben — mit den Eigenschaften: 
1. Aus GvD und GvD* folgt GvP_. 
2. P_vD, P_vD*. 
3. ((D-+ D*) P_x, x) < 0 
4. ((D+ D*)(E— P_)x, x) 20 (zEN?). 
5. Aus (D+ D*)x =0 folgt P_x = oJ 
Wir beweisen, daß P_ die analogen Eigenschaften in bezug auf N hat. 
1. Aus CvN, N* folgt nach (7) CvD, D*, nach 1. CvuP_, CvP_. 
2. Aus BvD, D* folgt nach 1. BovP_, nach (6) PSBN,5®, 
3. Aus P2 =3z, zED folgt 
P_iz, N3) = [z, Na), 
nach 3. 
((D + D*) {z, Nz}, {z, Nz}) < 0, 


4) Nach $4,3. Man beachte dabei C* = C* (83,4). 
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nach (8) und (9) 
deshalb gilt allgemein 
4. Genau so beweist man 


5. Wie man leicht nachrechnet, ist 
(D + D*) {z, Nz} = B{Nz, 2}, 
aus Nz+ N*z = 0 folgt darum 
(D + D*) (2, Nz} = — B{N*, —z} =0, 
nach 5. 


PAz, N} =0, 


BIO — 


—ad 





Damit ıst die Gültigkeit von II auch für N bewiesen. 
*. Weil III für D gilt, gibt es in R° einen mit D, D* und allen mit D und D* ver- 
tauschbaren beschränkten Operatoren vertauschbaren Imaginäroperator — er kann 


wieder gleich 7, geschrieben werden — mit 

(77 (D— D*x,x2)>0. 
7, wird die in III behaupteten Eigenschaften in bezug auf N haben. Daß 7,mit N, N* 
und allen beschränkten mit N und N* vertauschbaren Operatoren vertauschbar ist, folgt 


wie in $14,5 und 6. Wegen (5) und BvT, ist aber 
0<(T, (D — D*) (z, Na}, {z, Nz}) = (TI "Na, 2) — (T7 "2, Nz) = (TR (N — N*)z, 2). 
Auch III gilt also für beliebiges N. 

Damit ıst auch der Hauptsatz über normale Operatoren allgemein bewiesen. 
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Längste konvexe Kurven, 
die einem gegebenen konvexen Polygon umschrieben sind. 


Von Anton E. Mayer in Wien. 


Die Überschrift weist auf eine Frage hin, die möglicherweise zu jenen zählt, die 
Jacob Steiner im Zusammenhang mit seinen elementargeometrischen Untersuchungen 
über Maxima und Minima beschäftigt haben !). Doch hat er die in Rede stehende Auf- 
gabe allem Anschein nach nie ausdrücklich formuliert. Ich wurde auf sie durch eine von 
K. Menger veröffentlichte Mitteilung ?) aufmerksam, die eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür enthält, daß in der Menge der einem konvexen Polygon umschriebenen 
konvexen Kurven längste existieren. 

Im folgenden wiederhole ich zunächst die Existenzbedingung und gelange hierauf 
zu einer Konstruktion dieser längsten Kurven, insofern nämlich, als ich endlich-viele 
Polygone bestimme, unter denen die gesuchten Kurven zu finden sind. (Mein Beweis 
hierfür ist auf der Existenz eines Maximums aufgebaut; er ließe sich aber auch so aus- 
gestalten, daß mit ihm zugleich der Existenzbeweis erledigt würde.) Schließlich wird 
die Anzahl der in Betracht kommenden Polygone erörtert. 


Ein konvexes Polygon A, als Flächenstück aufgefaßt, nicht als Streckenzug, sei 
durch seine Eckpunkte {p,} gegeben ((=1,2,...,n mod.n). Das Polygon erfülle die 
Bedingung, daß je zwei aufeinanderfolgende Ecken eine Winkelsumme > x haben 
(mithin ist n > 4). In diesem Falle schneidet die geradlinige Verlängerung der Seite 
P;_, P, Jenseits p, die über p,,, hinaus verlängerte Seite p,.,?,,, In einem Punkte d,. 
Die abgeschlossene Dreiecksfläche p,d,p,,, vermindert um die Strecke p,p,,, werde mit D, 


bezeichnet. 

Wir betrachten das System & der abgeschlossenen konvexen Mengen, die Ä um- 
schrieben sind, worunter zu verstehen ist, daß der Rand jeder Menge Z aus & die 
Punktmenge {p,} enthält. Es ist 


(1) K<L<K+&D,. 


Die Mengen des Systems % sind somit gleichmäßig beschränkt, ihr Umfang desgleichen. 
Daher ?) gibt es in & mindestens eine Menge M mit längstem Umfang ?). (Dies trifft 
nicht zu, wenn die eingangs aufgestellte Bedingung für Ä außer acht gelassen wird.) 





1!) Vgl. J. Steiner, Gesammelte Werke 2, Berlin 1882, S. 242, Schlußbemerkung. 
2) K. Menger, Bemerkung über konvexe ebene Kurven, Ergebn. math. Kolloqu. 4 (1933), S. 14. Dort wird 
auch darauf hingewiesen, daß die fraglichen Kurven nur Polygone sein können. 
3) Siehe den bekannten Konvergenzsatz für konvexe Mengen von W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 
1916, $ 18, 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3. 17 
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Wir behaupten nun: 


Die umfangsgrößte Menge M entsteht aus K durch Hinzufügen einiger Dreiecke aus 
der Folge {D;}, also 


(2) M=K+L&sD  (&=0odert). 


Da M existiert, wird der Beweis dieses Satzes erbracht sein, sobald gezeigt ist: 
zu jeder Menge L aus %, die nicht in der Form (2) dargestellt werden kann, gibt es eine 
‚Menge L* aus %, die einen größeren Umfang als Z hat. 


Statt (1) schreiben wir nunmehr 


L=K+ZT, I*=K+ZT} 
T,<D; TF<D; 


und nehmen an, es gäbe mindestens einen Index 7, für denO< T,<D, ist. Jetzt sind 
zwei Fälle zu unterscheiden. 


(Sonderfall) Wenn T;ı = T;} =0 und T,;<D,, so setzen wir T7=D,, 
hingegen Tf = T, für i +7. Dann ist L* konvex und Ä umschrieben. Weil LZ*>L, 
besitzt Z* den längeren Umfang. 


(Hauptfall) Gilt jedoch O< T;ı< D;ı und O<T,<D,, so legen wir in den 


Punkten p,_,, 2, P;;, an die Menge L die Stützgeraden 5, ,S,S die gemäß der 


j+1? 
Annahme von den Geraden p, ,Pp, und P;Pyzi verschieden sind, und bezeichnen mit 


4; 9;;, die Schnittpunkte 5, ,- S, bzw. 5,-S,,,. Schließlich bilden wir die konvexe 


Hülle Z’ derjenigen Menge, die aus Z und aus den Punkten gq,_,, q,,, besteht. Nun zur 


j+1 
entscheidenden Vergrößerung des Umfangs! 
Der Kreis O berühre S;_1, S;, Sj+1 in den Punkten s;_ı,s;, s;:ı und zwar so, 


daß die Geraden S,_,, S,,, den Kreis O nicht von p, trennen, während O und die Punkte 


auf verschiedenen Seiten von 5, liegen (Fig. 1). Dann ist q, ,s,= 4,18 


Pi Pirı Fa Su | 
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und 9,,,15; = 95415541, Somit die Länge des Streckenzuges pP, ,9,_19;:1P;;, gleich 

1 » 1  * r ‚* Irar Ip 
Pas; + Pariser Sind auf 1 und Dr noch die Punkte Ss] bzw. $;,, derart gelegen, 
daß 


nn .. KL s Bun 
Pas — Pas = PjraSgan — Pia => 9 


ist, so konstruieren wir den Kreis O*, der S;_, und S;;ı in s%ı bzw. s#,ı berührt. Durch 
p, geht eine Tangente an O*, die sich beliebig wenig von S, unterscheidet, wenn nur @ 
klein genug ist. Man kann daher bewirken, daß die erwähnte Tangente die Geraden 
Sp Sn in Punkten q/_,, Q5;, schneidet, die sich auf D_; bzw. D, befinden, daß somit 
die Menge 

IF=L —p, 19; 1P; — P;9z41Pj4 + Pa ap; + P,gzraPj4ı 


Dreiecksflächen 





wieder konvex und dem Polygon K umschrieben ist. Die Länge des Streckenzuges 
Pr Gar Pjrı IS Pasta + PiıSHı = P-asza + PjyiSjsi + 20. Demnach be- 
sitzt L* einen längeren Umfang als L’, also erst recht einen längeren Umfang als 
L=L', w.z.b. w. 

Wir haben bisher dargetan, daß die Menge M größten Umfangs der Darstellung (2) 
fähig ist. Es fehlt noch an näheren Angaben über die zyklische Folge {&;} der in (2) 
auftretenden Vorzeichen, welche umkehrbar-eindeutig der Menge M zugeordnet ist. Für 
{&;} bestehen die Regeln: 

I. Wenn ge; =1, so ist &1 = &4+1 =0. Andernfalls wäre M nicht konvex. 

II. Wenn &;_ı = &;41 =, so ist e; = 1. Sonst könnte mittels des vorhin für den 
Sonderfall angegebenen Verfahrens der Umfang von M vergrößert werden. 

Die Bedingungen I, II sind offensichtlich unabhängig und sie widersprechen ein- 
ander nicht, da ja M existiert. Weitere Bedingungen, falls sie unter allen Umständen die 
Anzahl der I und II gemäßen Folgen {e;} verminderten, wären unzulässig. Denn man 
kann leicht Beispiele angeben, in denen alle mit I und II verträglichen Folgen Mengen 
gleichen Umfangs ergeben. Für n =5 (oder 7) enthalten nämlich sämtliche Folgen, die 
mit I und II im Einklang stehen, gleichviele Nullen (für andere Werte von n > 4 tritt 
dies nicht ein). Daher sind die aus einem regulären Fünfeck Ä (oder Siebeneck) nach (2), 
I und II konstruierten Figuren umfangsgleich. 

Für {e;} gibt es von vornherein 2” verschiedene Anordnungen. Durch I und II 
scheiden viele dieser Möglichkeiten aus; übrig bleiben z. B. 


5,5, 7, 10, 12, 17 
fürn =5,6, 7, 8 9, 10. 
Für größere Werte von r wird die unmittelbare Abzählung aller zyklischen Folgen, 


die I und II Genüge leisten, langwierig. Ihre Anzahl g(r) läßt sich aber folgendermaßen 
berechnen. 


Man setze formal 
«= —1 gN)=3, gll)=d. 
Aus diesen Anfangswerten ergibt sich — wir unterdrücken den Beweis — die Anzahl g(n) 
mittels der Rekursionsformel 
g(n) =gIn —2) + gm —3). 
17* 
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Die zahlentheoretische Funktion g(r) steht übrigens in naher Beziehung zu den Lameschen 
Zahlen vierter Ordnung, welche folgendermaßen definiert sind ®): 


L(n +1) =L(n) + L(n —4) (L0)=L(l)=L(2)=L(3)=0, L(4) =1). 
So gilt beispielsweise die Relation 
g(n)=2L(n+2)+3L(n —1) + L(n —4). 


Die ganze vorangegangene Untersuchung und der zu Beginn formulierte Satz 
gelten völlig unverändert auch für die Kugelfläche und zwar dann, wenn das zugrunde 
zu legende konvexe sphärische Polygon aus dem Kugelmittelpunkt in ein ebenes kon- 
vexes Polygon projiziert werden kann, bei dem jedes Paar benachbarter Winkel eine 
Summe > zergibt. Freilich existiert zu jedem konvexen sphärischen Polygon eine längste 
umschriebene konvexe sphärische Kurve, auch in den Fällen n = 2, 3, 4. 


#) Vgl. J. Hermes, Anzahl der Zerlegungen einer ganzen rationalen Zahl in Summanden, Math. Annalen 45 
(1894), S. 371. 

Rekurrente Zahlenfolgen, in denen g(n) und Z(n) auf einfache Weise als Sonderfälle inbegriffen sind, betrachtete 
M. d’Ocagne, Theorie &l&mentaire des series recurrentes, Nouv. annales math. (3) 3 (1884), S.65. Die Zahlenfolge 
g(n) selbst findet sich bei R. Perrin, Intermediaire des math. 6 (1899), S. 76; E. Malo, ebenda 7 (1900), S. 280 u. 312. 


Eingegangen 12. April 1935. 
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Untersuchungen 
in der Zahlentheorie der rationalen Quaternionenalgebren '). 


Von Martin Eichler ın Halle. 


Einleitung. 


Die Literatur über die rationalen Quaternionenalgebren, zu der auch die Brandt- 
schen Arbeiten über die Kompositionstheorie der quaternären quadratischen Formen 
gerechnet werden müssen, kann in Anbetracht der Begrenztheit des Gebietes als sehr 
reichhaltig bezeichnet werden. Meine Arbeit hat die Aufgabe, einige bisher noch offen 
gebliebene Fragen zu beantworten. 


Bezüglich der Grundbegriffe muß auf Arbeiten von Herrn Brandt ?) verwiesen 
werden. Nachdem aus diesen Arbeiten die Wichtigkeit des Gruppoidbegriffes klar ge- 
worden ist, liegt die Frage nahe, wann ein beliebiger Modul überhaupt zu einem Gruppoid 
gehört, d. h. wann ein Modul umkehrbar ist. Die Antwort darauf gibt der erste Abschnitt 
dieser Arbeit in den Sätzen 2, 3, 4. 


In der Dedekindschen Modultheorie spielt der Begriff des Komplements eine wichtige 
Rolle. Daß dies keineswegs nur im Kommutativen der Fall ist, geht schon aus der Kompo- 
sıtionstheorie der quadratischen Formen hervor, denn wie einem Modul eine Form als 
Normenform entspricht, so entspricht dem komplementären Modul die reziproke Form ?). 
Die Dedekindschen Ansätze *) lassen sich leicht, wie es Herr Brandt kürzlich ın einer 
Vorlesung getan hat, auf beliebige einfache hyperkomplexe Systeme übertragen. Damit 
sind die Eigenschaften des Komplements aber noch nicht erschöpft. Der Fuetersche Ge- 
danke ?) nämlich, zugleich mit einer Ordnung vo =|[...,P,....,0...] die Zahlen 
0,0, — 0,0, zu betrachten, liefert eine direkte Konstruktion des Komplements einer 


Quaternionenordnung ($ 3). Jetzt beherrscht man die Eigenschaften des Komplements 
mit Leichtigkeit und gelangt auch zu einem vertieften Verständnis des wichtigen von 


!) Diese Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultät der Martin-Luther-Universität Halle- 
Wittenberg als Inauguraldissertation angenommen. Referent war Herr Professor Dr. H. Brandt. 

*) H. Brandt, I. Zur allgemeinen Idealtheorie, Verh. d. Schweizer Naturf. Ges. Basel 1927, II. Teil, S. 86—88. 
Im folgenden stets zitiert als B. I. — II. Idealtheorie in einer Dedekindschen Alzebra, Jahresbericht d. Deutschen 
Mathematikervereinigung 37 (1928), S.5. Im folgenden zitiert als B. II. — III. Idealtheorie in Quaternionen- 
algebren, Math. Annalen 99 (1928), S.1. Im folgenden zitiert als B. III. Vgl. zu den meisten Fußnoten die zu- 
sammenfassende Darstellung der Algebrentheorie von M. Deuring, Algebren, Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
Grenzgebiete 4, Berlin 1935. 

») Vgl. den zweiten Abschnitt. 

*) R. Dedekind, I. Supplement XI zu Dirichlets Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Aufl. (1894). Besonders 
$ 167. Im folgenden zitiert als D.I. — II. Über die Diskriminanten endlicher Körper, Abh. d.k. Ges. d. Wiss. zu 
Göttingen 29 (1882), S.1. Im folgenden zitiert als D. 11. 

°) R. Fueter, Quaternionenringe, Comm. Math. Helv. 6 (1934), S. 199. 
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Herrn Brandt entdeckten Satzes, daß die Multiplikationszahlen einer Ordnung, die in 
reduzierter Basis vorliegt, aus ihrer Normenform berechnet werden können ®). 


Der $ 3 schließt mit zwei Sätzen, welche alle Ordnungen mit umkehrbarem Komple- 
ment charakterisieren. Die Kenntnis des Satzes 5, sowie den Grundgedanken des zu 
Satz 6 mitgeteilten Beweises verdanke ich Herrn Brandt. 

In $ 4 wird der Führerbegriff eingeführt, und seine Grundeigenschaften werden 
entwickelt. 

Von den bisher behandelten Problemen deutlich unterschieden ist dasjenige, alle 
Maximalordnungen zu finden, welche eine gegebene nichtmaximale Ordnung enthalten. 
Es geht auf Latimer ?”) zurück; weitergehend hat es Fueter bearbeitet?). Zu einer 
allgemeinen Lösung gelangt man aber erst durch Anwendung der Modul- und Ideal- 
theorie, wie der dritte Abschnitt dieser Arbeit zeigen soll. Untersucht man die Quaterni- 
onenordnungen bezüglich Erweiterung zu umfassenderen Ordnungen, so stößt man auf 
zweı verschiedene Klassen: die eine umfaßt die Ordnungen, welche die Maximal- 
ordnung eines kommutativen quadratischen Unterkörpers enthalten; diese Ordnungen 
sollen primitive Ordnungen genannt werden. Die übrigen wollen wir imprimitive nennen, 
sie bilden die zweite Klasse. Primitive und imprimitive Ordnungen sind durch ein ein- 
faches Kriterium (Satz 8) zu unterscheiden. Maximalordnungen und Durchschnitte von 
zwei solchen sind stets primitive Ordnungen (Satz 13). 


Satz 9 reduziert nun die Frage nach den Maximalordnungen, welche eine gegebene 
imprimitive Ordnung enthalten, auf die entsprechende Frage für primitive Ordnungen. 
Aus dem Grunde dürfen die imprimitiven Ordnungen von den nun folgenden Unter- 
suchungen ausgeschlossen werden. In $6 wird das Restklassensystem ©, einer primitiven 
Ordnung vo nach dem Modul po betrachtet, wobei p eine Primzahl ist. Schon in allge- 
meinen halbeinfachen Systemen konnte Herr Speiser ®) aus der Struktur dieses Rest- 
klassensystems in gewissen Fällen auf die Existenz einer Erweiterungsordnung schließen. 
In dem hier vorliegenden einfachen Fall ist diese Betrachtungsweise erfolgreich. 


Ist p eine die Diskriminante von o teilende Primzahl, so teilt man die Ordnungen 0 
je nach der Struktur von ©, in drei Typen ein, und kennzeichnet die einzelnen Fälle 
durch das Symbol (o/p), welches die Werte 0, 1, — 1 annehmen kann. Es ist nicht mit 
dem von Hasse ?) eingeführten Symbol (A/p) identisch; ist jedoch eine Maxımalordnung 
einer Quaternionenalgebra A, so ist (%/p) = —1, sobald (A/p) = % (mod 1) ist, und 
(S/p) nicht erklärt, wenn (A/p) = 0 (mod 1) ıst. Das Symbol (o/p) läßt sich auf das 
legendresymbol zurückführen (Satz 10). Je nach seinem Wert stellt man ein verschie- 
denes Verhalten von o in bezug auf Erweiterung fest (Satz 11, 12). Die Sätze 11, 12 
gestatten es, alle Ordnungen zu berechnen, welche eine gegebene primitive Ordnung 
enthalten. 

Die endgültige Lösung des Problems, alle Maximalordnungen zu charakterisieren, 
die eine gegebene primitive Ordnung enthalten, geschieht durch die Betrachtung der 
Ordnungen, welche Durchschnitte von Maximalordnungen sind ($ 7). Der wichtigste 
Satz dieses Paragraphen ist der Satz 13, der auch selbständiges Interesse beanspruchen 


6) B. Ill, $ 22. Dieser Satz wurde neu abgeleitet von R. Fueter, Zur Theorie der Brandtschen Quater- 
nionenalgebren, Math. Annalen 110 (1935), S. 650, $ 1. 

?) C. G. Latimer, Arithmetics of generalized quaternion algebras, Amer. Journ. of Math. 48 (1926), S. 57. 

8) A. Speiser, Idealtheorie in rationalen Algebren, Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft 
Zürich 71 (1926) = XIII. Kapitel des Buches von L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zürich 1927. 

®\, H. Hasse, Theory of cyclic algebras over an algebraic number field, Trans. Amer. Math. Soc. 34 (1932), 


I. 


un 
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darf. Er zeigt unter anderem, daß man das gestellte Problem nur für solche Ordnungen 
zu lösen hat, die Durchschnitt zweier Maximalordnungen sind; und da ist die Lösung 
sehr einfach (Satz 14, 15) und führt schließlich zu dem allgemeinen Satz 16. 

Herrn Professor Dr. Brandt danke ich für die Anregung zur Beschäftigung mit 
diesem Thema, besonders auch für seine stete Hilfe und fördernde Kritik. Auch Herrn 
Dr. Grell bin ich für manchen Rat zu Dank verpflichtet. 


I. Abschnitt. 
Umkehrbarkeit von Quaternionenmoduln. 


$ 1. Grundbegriffe. 


1. Es werden beliebige Quaternionenalgebren über dem rationalen Zahlkörper 
betrachtet; das System der Matrizen zweiten Grades soll nicht ausgeschlossen werden. 
Die Voraussetzung über den Grundkörper beeinträchtigt die Allgemeinheit der Unter- 
suchungen nur unwesentlich, da sie mühelos für einen beliebigen Zahlkörper als Grund- 
körper durchgeführt werden können. 

Bezüglich der Bezeichnungen sollen folgende Festsetzungen getroffen werden: 
kleine lateinische Buchstaben bezeichnen rationale Zahlen, kleine griechische dagegen 
Quaternionen. Kleine Frakturbuchstaben bedeuten ausschließlich viergliedrige Moduln, 
mit Ausnahme der Maximalordnungen, die den Buchstaben ‘% erhalten sollen. 

Die aus der Hauptgleichung des Systems genommene Spur und Norm wird 


s()J=a-+o, n(x)=a.& 


geschrieben, wobei & die zu x konjugierte Zahl bedeutet. Es ist stets x-ß = P+a. 


A(&) = s(x)® — An(x) heißt die Diskriminante von x. Die aus zwei Zahlen x und 
gebildete Zahl 


n.(a, B) = s(&) s(B) — s(&ß) = n(& + B) —n(x) —n(ß) = n(ß, a) 
=aß+Pa= ap + Pa 
heißt die Zwischennorm von & und P. 

Ersetzt man in einem Modul m alle Zahlen durch die konjugierten, so erhält man 
wieder einen Modul; er heißt der zu m konjugierte Modul und wird m geschrieben. Sind 
m und n zwei Moduln, so gilt mx n = x m; Ordnungen gehören zu den Moduln, die 
sich selbst konjugiert sind. 

Die Definition der Norm eines Moduls entnehmen wir einer oben zitierten Brandt- 
schen Arbeit 1°). 

Ist ferner % = [ig 4; io, {3] eine Maximalordnung und m irgendein Modul der- 
selben Algebra, mit der Basis w9, fı, Ua, Hs, So werden die «, aus den ı, durch 

3 
ein eindeutig bestimmtes Gleichungssystem u; = 2 mit mit rationalen m;; bestimmt. 
Die absolut genommene Determinante |my;| = |m| heißt dann die Determinante von m. 
Ihr Wert ist von der Basis von m und {, ja von { selbst unabhängig. 

Dem Modul m = [uy, Ai; Hs, 43] Kann ferner die negativ genommene Determinante 
— |s(1;44,)| = D(m) zugeordnet werden, sie heißt die Diskriminante von m. Die Dis- 
kriminante eines Moduls ist immer eine Quadratzahl. Enthält m nur Zahlen mit nega- 
tiver Diskriminante (z. B. ein Modul des Hamiltonschen Quaternionensystems), so be- 


zeichnen wir — |/D(m)|, sonst |/D(m)| als die Grundzahl von m. Sie soll stets d(m) 
geschrieben werden. 





10) B. III, S. 14. 
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Die Grundzahl einer Maximalordnung heißt auch die Grundzahl der Algebra schlecht- 
hin. Die Vorzeichenfestsetzung geschieht hier auf Vorschlag von Herrn Brandt ent- 
gegengesetzt der von ihm zuerst getroffenen Festsetzung ''). 

2. Enthält ein Modul m nur ganze Größen, so wird er ganzzahlig genannt; 
m heißt ganz, wenn m x m<mgilt. Ein ganzer Modul ist stets auch ganzzahlig, denn 
er ist in seiner Linksordnung m und in seiner Rechtsordnung m, enthalten. Ordnungen 
sind aber immer ganzzahlig. 

Sind die Ordnungen eines Moduls m, m, und m, Maximalordnungen, so heißt m 
Ideal. Für Ideale fallen die Begriffe „ganz‘‘ und ‚„ganzzahlıg‘‘ zusammen. 


Ist m ein ganzer Modul, und gibt es keine ganze rationale Zahl m > 1 so, daß 


zy ein ganzzahliger Modul ist, so heißt m ein eigentlich primitiver Modul. Ist m ganz, 


aber nicht eigentlich primitiv, und gibt es keine ganze rationale Zahl m > 1 so, daß 


„), 1 ganz ist, so heißt m uneigentlich primitiv. Für Ideale fallen diese beiden Primitivi- 
/ 


tätsbegriffe wieder zusammen. 

3. Von der nun folgenden Tatsache wird stets ausgiebig Gebrauch gemacht: 

Satz 1. Jeder ganzzahlige Modul ıst ın einer Maximalordnung enthalten !?). 

Beweis. m sei ein ganzzahliger Modul. Dann ist auch [1, m] = n ganzzahlıg. n ent- 
hält mit einer Zahl » auch die konjugierte » = — v» + s(»v), deshalb ist n = n. 

Es sei v9, 9% 99, 9% eine Basis von n. Das Produkt nxn=nxn enthält die 
Zahlen »;»; und ihre Summen. Die »;»; sind ganz; weil n ganzzahlig ist, sind die 
Zahlen n(v;»,) =n(v;)n(v?) und s(v;97,)=n(v,»,) nämlich ganz. Sind die »;»; 
außerdem konkordant, so ist n x n ebenfalls ein ganzzahliger Modul. 

Die »;»; sind in der Tat konkordant. Um dies zu zeigen, werde zur Abkürzung 


n(v;, v;) = Nik (i, k= 0, 1, R 3) 
und 
= vY,Mii, ana v,Y,Mii, + v,9,Mii, wu y, Yu Ri, + y, 9, Mi, ae Y,YıMis, 
gesetzt. Dann ist 
(1) n (v9, 9,9) = 2 rm, + P9- 


Der Hauptnenner aller n (v,, »;,, v;,v;,) sei t; ferner seien in (1) die Indizes i,, 15, iz, 1, sO 
gewählt, daß n (v,, v;,, v;,%;,) einen möglichst großen Nenner t, hat. Die n;,;, sind ganz 
und rational, folglich sind s(#) und n(#)t auch ganz und rational. Aus (1) erhält man 
nun durch Normenbildung 


nr) SA) nd) + Anl) nl) nl) nn). 


11) B. III, 8.9. 

#. Dieser Satz gilt nicht in allgemeinen hyperkomplexen Systemen, wie folgendes Beispiel lehrt: z,. 143, ts 
seien die Wurzeln der Gleichung + 42? +1xr+1= 0, und & sei eine den Bedingungen 
.=1, e1u;e = Mırı (u, = u) 
genügende Größe. Jetzt betrachten wir den Modul 

m= [1, &, eu]. 
Die Größen ex, + eu,x, genügen den Gleichungen 
er tem aan tm) aitiantimnt+tm, 

sie sind für ganze rationale x,, x, also ganz. Folglich enthält m nur ganze Größen. m ist aber nicht in einer Ord- 
nung enthalten, denn diese müßte auch «, = eu, enthalten, ‚, ist aber nicht ganz. 
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Die rechte Seite von (2) ergibt, mit t multipliziert, eine ganze rationale Zahl. Da nun i, 
die kleinste ganze rationale Zahl ist, für welche t, n(v,?;, v;,9,) ganz ist, ist {2 ein 
Teiler von t. Das widerspricht der vorausgesetzten Maximaleigenschaft von t,, außer 
in dem Falle t=t1,=1, d.h. dann, wenn die »;v; konkordant sind. 


n x n ıst also ganzzahlıg. Analog zeigt man dann, daß (n x n) x (n x n) ganz- 
zahlig ist. So folgt schließlich, daß die Reihe der Modulnn,nxn,nxnxn,..., die 
der Kürze halber auch n,n?,n?,... geschrieben werden mögen, unendlich viele ganz- 
zahlige Moduln enthält. Jeder Modul dieser Reihe umfaßt alle vor ihm stehenden; aus 
dem Grund sind alle diese Moduln ganzzahlig. 


Die Diskriminanten dieser Moduln bilden eine absteigende Reihe ganzer rationaler 
positiver von Null verschiedener Zahlen; daher können es nur endlich viele verschiedene 
sein. Folglich sind auch nur endlich viele der Moduln n,n?,... verschieden. Für ein 
gewisses n sei n"—n"*l, dann ist n"x n"=n"; weil n die 1 enthält, ist jetzt n” eine 
Ordnung. 

n” ist die kleinste Ordnung, die n enthält. Entweder ist n” selber Maximalordnung 
oder läßt sich zu einer Maximalordnung erweitern. Damit ist der Satz 1 bewiesen. 


S2. Der reziproke Modul. 
1. Das nächste Ziel ist in diesem Paragraphen der Beweis von 


Satz 2. m ıst dann und nur dann umkehrbar, wenn der reziproke Modul m’ von m 
gleich dem konjugierten Modul ıst, dividiert durch die Norm, also wenn 


—) __ 


Es genügt offenbar, den Satz für ganze Moduln zu beweisen. Ist nämlich m ein 
beliebiger Modul, so gibt es eine ganze rationale Zahl M so, daß Mm ganz ist; dann ist 


1 BE M: m 1 m 1 1 


N ei u nn h r R__ Pa 
(Mm) m m , sie) Unia) Es ıst also m »(m) m dann und nur 
dann, wenn (Mm) ' = m ist. 


In diesem ganzen Paragraphen bedeutet m einen ganzen Modul der Linksordnung 
m’ = o,, der Rechtsordnung m, = 0, und der Norm n(m) = m. Ist f((x)) die Normen- 
form?) von m, so werden die Normen aller Zahlen aus m durch m f((x)) dargestellt. 
/((z)) ist eine Form ohne Koeffiziententeiler und stellt daher Zahlen dar, die zu einer 
gegebenen Zahl, z. B. m, teilerfremd sind. Entsprechend enthält m eine Zahl « mit 


Fe, m} —= 1. Aus diesem Grunde ist m der g. g. T. der Normen aller Zahlen aus m. 


Weil m ganz ist, ist m< m, = m, also m<m, mx m<m, d.h. m enthält mit einer 
Zahl wu’ auch n(w’) = a’w’ und deren g. g. T. m. 


Der Beweis des Satzes 2 steht in engstem Zusammenhang mit dem 


Satz 3. Ein ganzer Modul m ıst dann und nur dann umkehrbar, wenn m mit dem 
Modul 


(3) m, = od, n(m) + 0,4 


übereinstimmt; dabei möge KEN zu n(m) teılerfremd sein. 


n( 
n (m 


13) B. Iil, S.13, 14. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3, 18 
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2. Beweise. Wir beginnen mit der Untersuchung von m.. 
Es ist m, <m und daher n(m,) durch n(m) teilbar. Andererseits teilt n (m,) 
sowohl n(u) wie n(m) = m?; wegen (mer, m) —= 4 ist der g.g.T. von n(u) und m? 


gleich m, mithin ist 
n(m,)=m. 
Ferner ist (vgl. $ 1, 1, Absatz 4) 
4 1 2 
u Eye dent 2 Im, u] x [mm] x oh = 0, x [1,4] x 0,; 


m war als ganz vorausgesetzt, daher gilt m< o,, insbesondere u < 0, und wegen der 
letzten Gleichung 


a 
(4) mx m =D. 


Zugleich sieht man, daß o, die Linksordnung von m, ist. 
Bezeichnet v3 die Rechtsordnung von m,, so gilt auch 


Bu 
(5) „ uxm-o. 


rn) ® .. ® re 1 1 Ze . 
Es ıst nämlich nach (4) m, x m, mem, also 7, MX m, < 02. Andererseits 


(u) 
m 


u i m? uu 
enthält m, x die Zahlen u und Fo und deren g.g.T., welcher 


en nn F 
gleich 1 ist, d.h. , MxXm> 1. Multiplikation mit o3 ergibt nun auch n m, x m, >. 


Aus (4) und (5) folgt die Umkehrbarkeit von m,,denn m; ' enthält jetzt = m,, es gilt 


daher erst recht m} x m, =D, m, X m = 0,. Damit ist der erste Teil des Satzes 3 
bewiesen. 


ui EEE nr 
Der Modul zy X m X m ' ist einerseits gleich m" wegen (5), andererseits 


wegen der Umkehrbarkeit von m, gleich - m,, für m, gilt also Satz 2 und 


(6) m'=-0+4 0. 
Wegen dieser Bemerkung folgt Satz 2 sofort aus Satz 3. 
3. Jetzt kommen wir zur Untersuchung des Moduls 
(7) m=mı xm. 
Aus 2 folgt gleich 
(8) m=mxXm,. 


Zunächst müssen wir wissen, daß m, ganzzahlig ist. Nach (6) ist 
n=m+ = m. 


in -m ist ganzzahlig; — m besteht nämlich aus allen Zahlen — ‚ wo u’ alle Zahlen aus 
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m durchläuft. Ihre Spuren und Normen sind 


i (£ 3 nu) 5 (E e) 


n(u) n(u‘) 
m m m 


m 


u 


also ganz, d.h. alle Zahlen aus “- m sind ganz. 


h ’ L ’ 
0, Ist die Rechtsordnung von — m; aus diesem Grunde sind alle Zahlen aus o, mit 


denen aus z m konkordant. Weil m ein ganzer Modul ist, ist m< o,, und daher sind 


erst recht die Zahlen aus m mit denen aus _ konkordant. Folglich ist m + - m ganz- 


zahlig. 
Nach (7) und 2 ist 
m>m xmy=9%>1, 
m, enthält die 1. Da nach (7) und (8) o, die Rechtsordnung von m, ist, kann man mit o, 
multiplizieren, und es folgt sogar 

(9) N, >0,. 

Weil m, ganzzahlig ist und die 1 enthält, liegt mit einer Zahl x auch die konjugierte 
x=s(a) —a in m,. Daher ist m, = m,, und folglich ist o, auch die Linksordnung 
von Ma. 

4. Es werde jetzt m als umkehrbar vorausgesetzt. Dann ist auch m, umkehrbar 
und m =m'x m, 

(10) MEN XmM =D. 

Die Reihe der Moduln m,, m, X m,,... enthält nach dem Vorhergehenden und 
$ 1, 3 sicher eine Ordnung o = m. o umfaßt nach (9) die Ordnung o,. Andererseits 
ist nach (10) 

mx (m) = I, =0X (m2'), 
deshalb ist 0 x 0, = D,, also o = 0, = mk. Aus (9) folgt nun m, = D0,, d. h. wegen (8) 
m = ım,, und damit sind die Sätze 2 und 3 bewiesen. 
5. Das wichtigste Kriterium für die Umkehrbarkeit eines Moduls enthält der 
Satz 4. m ıst dann und nur dann umkehrbar, wenn 
ım| = |m,| r (m)? = |mP| n (m)? 
ist. In jedem Falle ist 
; — [Mo | n(m)? _ m] nm)? 
im] ım| 
eine ganze rationale Zahl. 

Beweis. Wie oben genügt es, sich beim Beweise auf den Fall zu beschränken, daß m 
ein ganzer Modul ist; denn jeder Modul kann durch Multiplikation mit einer ganzen 
rationalen Zahl in einen ganzen verwandelt werden; dabei bleibt die Zahl t unverändert. 
An den bisher gebrauchten Bezeichnungen soll festgehalten werden, insbesondere sei 
wieder m? = o,, My = D,. 

Im] 

10, | 

von m transformiert, teilt die Determinanten aller Substitutionen M’, die eine Basis 
18* 


Die Determinante |M | = einer Substitution M, die eine Basis von o, In eine 
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von D, in eine von O,,.’ transformieren, unter u’ Zahlen aus m verstanden. Die Deter- 
m|,. 
Be teilt m?. 


minanten der M’sind |M'| = n(u’)?, und deren g. g. T. ist m?, d.h. .) 
ıd] 


Ist m umkehrbar, so ist nach Satz 2 und 3 
0o,m=mxm= (mm -+ mu) X 0,>mm-+ mu. 


0,m au a — 
ne der Substitution N, die eine Basis von m in eine von 


Die Determinante |N | = 


o,m transformiert, teilt die Determinanten der Substitutionen N, bzw. N,, welche 
eine Basis von m in eine von mm bzw. mu transformieren. Diese Determinanten 


sind |N,| = n(m)? = m* bzw. |N,|=n(u)?, ıhr g.g.T. ist m?, also A teilt m?. 
| 


ui o,m| D,| m| . 
Nun ist aber Bed — mi ml also In ist durch m? teilbar, und nach dem Vorher- 
1: 
ım!| ” 
gehenden — = m®. 
‚D| 


Dasselbe gilt, wenn o, durch o, ersetzt wird. 
Ist m nicht umkehrbar, so gilt jetzt für m, 
ım|=|o,|r(m)?= |oe|n(m,)?, 
wenn os, wie in 2, die Rechtsordnung von m, bezeichnet. Nach (7) ist 05 x m, = m,, 
und da o,in 3 als die Linksordnung und Rechtsordnung von m, erkannt wurde, ist 03 < D,. 
Also 
o!=|%| > |o;|. 

Aus Symmetriegründen gilt aber auch | o,| > |o,|, also |o, | = |0,| und 0, = 0). 

Wenn nun m nicht umkehrbar ist, so geht m, aus m durch eine ganzzahlige lineare 
Substitution der Determinante i > 1 hervor, und nach dem Vorhergehenden ist 


Im;| 9, |r(m,)? _ |Dg| n(m,)?  |m’|n(m)? |m,| n(m® 








m mM em Im] 
Damit ıst Satz 4 bewiesen. 
6. Zum Schluß dieses Paragraphen sei noch auf zwei Tatsachen hingewiesen, die 


später benutzt werden sollen. 
Erstens. Ist m ein ganzer Modul, so ist 


t 





‚= . 
Te ZZ DS 3. Ma. 


Dies ist nach $ 1, 3 ein ganzzahliger Modul, weil m, ganzzahlig ist; wegen (9) enthält 
er Sogar D,. 

Dies gilt aber auch für einen beliebigen Modul, da ein beliebiger Modul durch 
Multiplikation mit einer ganzen rationalen Zahl in einen ganzen verwandelt werden kann, 


wodurch sich - I _ m x m nicht ändert. 


n(m) 

Zweitens. Es werde nach der kleinsten ganzen rationalen (positiven) Zahl m’ in m 
gefragt. Ich behaupte, es ist m’ = m, wenn m ein ganzer eigentlich primitiver Modul ist. 

Für einen ganzen Modul m gilt nämlich, wie in 1 gezeigt wurde, n(m)<m, 
also ist m’ < m, und zwar ist m’ ein Teiler von m. 

Ist m ein Ideal, so ist m umkehrbar, und nach Satz 3 kann man schreiben 
m=0,m + 0,4 = 0, X [m, #], und da m’ in m liegt und in m aufgeht, ist auch 
m= 0, X [m’, u]. Der Modul [m’, u} ist, ebenso wie m, ganz und eigentlich primitiv; 
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seine Norm kann nicht kleiner als m sein. Daraus folgt m’ > m. Die Behauptung m = m’ 
gilt daher für Ideale. 
Es sei jetzt m ein beliebiger ganzer eigentlich primitiver Modul, dann ist 


) Be ’ Fr 
nach dem ersten Teil von 6 „, mx mein ganzzahlıger Modul, und es gilt m < o, < E mxm. 


Bi 
‘y möge eine „ mxm enthaltende Maximalordnung sein. Jetzt ist 


En ) BITTER 
De Ep. ae Cy e" 
3=-3x([_ uxm xy mx dx mx). 
Aber auch BIO. IE (m x S)x (mx %) ist ein ganzzahliger % umfassender Modul, 


n(m x %) 
der wegen der Maximaleigenschaft von ‘{% mit {% identisch sein muß. Vergleich mit der 
letzten Formel lehrt dann n(m)=m=n(mx ). 

Nun ist auch mx % ganz und primitiv, und daher n(m x ‘%) die kleinste 
rationale in m x % enthaltene Zahl, sie ist kleiner oder gleich der kleinsten rationalen 
Zahl m’ in m. Oben war schon m’ < m gezeigt, somit folgt nun m’=m=n(m), 
w. z.b. w. 


II. Abschnitt. 
Komplement und Führer von Quaternionenordnungen. 
$3. Das Komplement einer Ordnung. 
1. Es sei t = [o,, 01, 05, 03] ein beliebiger Modul, dann werden durch die linearen 
Gleichungen 


3 
0, = &5(0,9,)°; 
vier linear unabhängige Größen o,, 0], 05, 03 bestimmt. Der Modul T = [o,, 07, 02, 03] 
heißt das Komplement von tr. Das Komplement hat folgende wichtige Grundeigenschaften, 
die sogar für Moduln beliebiger halbeinfacher Systeme von Herrn Brandt nach dem 
Vorgange von Dedekind ®) in einer Vorlesung entwickelt worden sind: 

1) t ist durch den Modul r eindeutig bestimmt. 

2) Ist r eine Ordnung, so ist T der umfassendste Modul, für den tx t<t bzw. 
tx r<rgilt, und dessen Zahlen, mit Zahlen aus t multipliziert, ganze Spuren haben. 
t ıst die Linksordnung und Rechtsordnung von f. 

3) Die o, genügen den Gleichungen 

0 für ı+#kKk, 
(0) = ” für i=k 
und sind dadurch eindeutig bestimmt. 

4) Für jede Zahl & des Systems gilt 


& — Isla 0,)0;- 
Eine weitere Eigenschaft folgt aus der Definition des Komplements unmittelbar: 
5) i=t; 
ist insbesondere t eine Ordnung, so it ti=T=f. 
2. Besonders wichtig und auch leicht zu berechnen ıst das Komplement 


0 = [o,, 0), 05, 03] einer Quaternionenordnung o, wenn man von einer reduzierten Basis 
1, 01, @g, 0 von 0 ausgeht. 
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Man beachte, daß nach 1, 2) 0,0, in ö liegt. Das bedeutet, es gibt ganze rationale 
Zahlen a,, a}, Q,, a; so, daß 0,0, = ay0, + a,0, + Qg0, + Qa30, ist. Wegen 
s (0101) = s(0,) = 1, s(0,) = s(0,) = s(o5) = 0 

ist jetzt a, = 1, und folglich liegt o, = 0,0, — 4,0, — 430, — A305 iN 00, + 00, + 00,. 
Somit ist die erste der Formeln 

(11) 0 = 00, + 00, + 0053 = 0,0 + 0,0 + 030 
bewiesen, die zweite folgt analog. 

Zur Vereinfachung der weiteren Rechnungen werde die Verabredung getroffen, 
daß alle vorkommenden Indizes die Werte 1, 2, 3 durchlaufen sollen und modulo 3 


reduziert zu nehmen sind; z. B. soll also 0, = 0,, 05 = 0, sein. Zweitens sollen :,, t,, ız die 
Basiseinheiten der Hamiltonschen Quaternionen bedeuten, und es sei 


3 
(12) 2, =3sle,) +tZSluu; 
dabeı ıst natürlich 


ta| = +4 do), 
wo durch eventuelle Vertauschung von o, und o, erreicht werden kann, daß das posi- 
tive Vorzeichen steht. 
Jetzt wird 


(13) 1 area rar _ A ln, 
‘ k d(v) d(0) = Or 17 


daraus folgt einmal sofort s(7x) = 0, zweitens durch Multiplikation von (12) und (13) 


. 6 0 für i+%Kk 
_ A $V u m 
s(t,0,) = > bi Olyr E für i=K. 


i=1 
Nach 1,4) ıst aus diesem Grunde 
oQ,. wage . ) 19 
(14) ae: * zur, (k=1,2,3). 


3. Es soll jetzt das Modulprodukt ö x öd(o) = ö x Öd(v) berechnet werden. 
Nach 1,4) haben die o, (k = 1,2,3) verschwindende Spuren, deshalb sind ihre 
(Juadrate rational, und es gilt 


(15) d(0)0} — 3 s(o})d(o) (k=1,2,3). 
Die Produkte 0,0. (+ k) ergeben sich folgendermaßen: Wegen s(o,) = 0 ist 
0% = — 0% und 040441 = 0410 = 095410. Demnach ist 


0041 — 41% = 06041 — 0% 09x41 = 2 040441 — S(0r 0x +1) - 


Andererseits ist nach (13) 


2 NS eye 2 | s(0,;5) 
rt Tr Tl) E42 = do)\t2 7 3 
i=1 
woraus sich jetzt 
(16) d(v) 0,%ıı 7 %r2 H3 (s (0,0, ,,) 40) er s(,;5)) 


14) In allgemeinen normalen einfachen Systemen gilt die folgende Verallgemeinerung dieser Tatsache: 
0=[...0%+..,0%:..] Sei eine Maximalordnung eines normalen einfachen hyperkomplexen Systems über einem 


Zahlkörper, d(o) sei das Produkt der Zentrumsprimideale, welche die Diskriminante von o teilen. Dann ist das 
Komplement von o gleich dem Modul d(o) 7 [..., 0,0, — 040; +++]. 
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ergibt. Analog erhält man 
(16°) d(0)0,,,%, = — 9,5 +3 (s(o,0,,,)d(o) + s(e,,5))- 


Aus (15), (16), (16’) ließe sich ö x öd(o) wegen (11) schon berechnen, wenn man 
wüßte, daß die in diesen Gleichungen auftretenden Koeffizienten ganz sind; das wird 
jedoch erst in der nächsten Nummer gezeigt werden. 

Zunächst soll noch das’ Verhalten von o, in dem Modulprodukt ö x öd(o) be- 
schrieben werden. 


Die Zahl m = 4 (1 — s(o,) 0, — S(0,) 0, — S(03) 05) genügt wegen 1,3) den Glei- 
chungen s() = i, s(n0,) = 0, s(090,) = 0, s(09053) = 0, es ist en nach 1,4) 
6 = ie: 

= 3 (1 — s(1)0, — (03) 05 - 
Beachtet man s(o,) = 1, so wird n(o,) = % (1 — s(03)), und mit zweimaliger Benutzung 
von 1,4) erhält man 

(17) d(o)og = 3 d(o) (— 1 + 3s(05)) + d(v) s(0y0,) 0, + d(0) s(0y 03) 9; 

+ d(v)s(0,03) 03 - 

Ferner erhält man nach kurzer Rechnung auf Grund von 1,4), (15), (16), (16’), 

wenn man zur Abkürzung 


Dax = d(0) s(op0r) , (k er. , 2, 3) 
| dr Die ds 4 s(o7) d(o) s(0,0,) d(0) + s(03) s(030,) d(0) — s(0,) 
ba da di = 2 s(0,05) d(0) — s(0;) s(03) d(v) s(030,) d(0) + s(o,) 
b5, > D3 s(0,03) d(0) + s(o,) s(o,03) d(0) — s(e,) s(03) d(v) 
setzt, die Formeln 
(18) d(D) 0,0, = dor +2 Dr; 
18)) d(0) 0,00 = dar + &d£a:. 


Bezeichnet #((x)) die Normenform von vo und H((x)) die von ö, so liefern die 
Formeln (15) bis (18’) eine bilineare Substitution ® von positiver Signatur und Art, 
welche die Identität 


— — 


H((2)) = (n(8) d(o))’ H((x)) H((y)) 
vermittelt 1). 

In der nächsten Nummer wird gezeigt werden, daß n(d)d(o) H((x)) der reziproken 
Form von H((x)) äquivalent ist. Folglich wird eine zu ® koordinierte Substitution O 
die Identität A((z)) = H((x)) H((y)) vermitteln °). 

DO ist das System der Multiplikationszahlen von o. Wenn sich der hier angegebene 
Weg zu ihrer Berechnung in der Praxis auch nicht empfiehlt, so trägt er doch manches 
zum Verständnis des oben zitierten Satzes bei, daß sich die Multiplikationszahlen einer 
Ordnung aus den Koeffizienten ihrer Normenform berechnen lassen. 


4. Wieder sei 09, 01, 05, O3 eine reduzierte Basis von o, d.h. 9, —=1, und 


3 
H((z)) = 3.& gu Til — N(X,00 + Fı@ı + 7202 + 7303) 





15) H. Brandt, Der Kompositionsbegriff bei den quaternären quadratischen Formen, Math. Annalen 91 (1924), 


S. 300, 8 2. 
16) H. Brandt, Bilineare Transformationen quadratischer Formen, Math. Zeitschr. 17 (1923), S. 161. 
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die Normenform von 0. Wegen der Identität n(e,, 0,) = — s(e,0,) + s(e,)s(e,) gilt 
4 0 0 01 
HH | s(0}) —i: 0 0 | 
(19) I\s(e,0,)\) a Ig.l| | s(0,) 0 a 4 0 I . 


a 3 
Zufolge der Definitionsgleichung des Komplements geht 7((x))durch x, = Ss(e, 0,)Y; 
in das n(ö)-fache der Normenform HA((y)) von d über. Eine zu n(5) H((y)) äquivalente 
3 
Form erhält man nach (19) durch die Substitution y, = 28%; Durch diese Sub- 


stitution geht aber bekanntlich H((x)) in das D(o) "-fache der Adjungierten von H((x)), 
d.h. in das d(o) "-fache der Reziproken H((y)) von H((x)) über, d.h. die Formen 
n(ö) H((y)) und d(o) "S((y)) sind äquivalent. 

Aus dem Grunde ist t= d(o)n(d) eine ganze rationale Zahl und zwar der Koef- 


fiziententeiler von H((y)). 
IE WR. 
n(d) t 
daß alle Zahlen 0,0, d(v) (ti, k = 0,1,2,3) ganz sind. Die Koeffizienten 
3d(0)(—1 + 3s(03)), Han, bi 
der Gleichungen (15) bis (18’) müssen daher auch ganz sein. 
Zweitens ergibt sich die Zahl t nach der Definitionsgleichung des Komplements zu 


I = d(o)n() — % er | 


Einmal ergibt sich hieraus, weil nach $2,6 ö xD ganzzahlig ist, 


nach Satz 4 gilt also 
Satz 5. o ist dann und nur dann umkehrbar, wenn die reziproke Form der Normen- 


form von vo eine primitive Form ist. 


_ un at A E 
Ist ö umkehrbar, so ist 9 x Dodo) =D xd n(6) = o. Im anderen Falle gibt es 
ganze rationale Zahlen X,, X, 73 so, daß 
d | 
0oXoD i(0) = IdDXD — = 1, BTM 9 + 1 03 + % 
t n(D) t t t 


ist. Da nämlich d x P ganzzahlıg ist, folgt die Behauptung sofort aus (11), 
(15), (16), (16°). 

5. Auch der folgende Satz ist ein brauchbares Kriterium für die Umkehrbarkeit 
des Komplements einer Ordnung; er wird später angewendet werden. 

Satz 6. ö ist dann und nur dann umkehrbar, wenn es nicht eine Ordnung vo’ und 
dazu eine ganze rationale Zahl t > A gibt derart, daß o = [1, to’] ist. 

Beweis. Es sei zunächst o irgendein ganzzahliger Modul mit der Normenform 


3 
Hi(z)) = 380% H((y)) sei die reziproke Form von Ä((x)). t sei eine rationale 


Zahl derart, daß r 9((y)) eine ganzzahlige Form ohne Koeffiziententeiler ist. d= |g,| sei 


die Diskriminante von o. Schließlich seien t,, tz, tz, 2, die Elementarteiler der Matrix 
lg, ||; t, Ist die Art der Form H((z)) und gleich 1 oder gleich 2 7). 


17) Vgl. hierzu und zu dem Folgenden a. a.0.15), $ 1, Nr. 2. 
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p sei eine beliebige Primzahl und p", pr +", pmutmtnm, pgmtmtm+n, p2N, p® die Potenzen 
von p, welche t,, ts, tz, t,, d?,t teilen; n darf dabei auch negativ sein. 

Für jedes p ist jetzt 

(20) An, +3nz, +2n, +n,=2N, 

(21) 3n, +2n, + n; —=—N+n. 

Darauf möge o’ ein ganzzahliger Modul sein, i!* > 1 eine ganze rationale Zahl 
und o=[1, i*0’. Den Zahlen n,, n,,..., n für p und o entsprechend seien nun 
für p und o’ die Zahlen nı,n:,...,n’ gebildet. p”* sei die Potenz von p, die t* teilt. 

Falls p ungerade ist oder p=2,t!"=t=2, hat man 

nen, n, Zn +2n*,n Zn,n, zn; N=N' +3n*; 
nach (20) gelten hier überall die Gleichheitszeichen und nach (21) ıst 
(22) n=n'+n®. 
Ist aber p= 2,1" =1, so ist = 2 und 
n.=n +1,n, Zn +2n*r 2, nn +1, nm, zn; N=N'’+3n; 


nach (20) gelten wieder überall die Gleichheitszeichen und nach (21) ıst auch hier 


(22’) n=n +n*. 
Aus (22) und (22’) ergibt sich jetzt 
(23) te, 


Ist insbesondere vo’ eine Ordnung, so ist die reziproke Form der Normenform 
von o’ ganzzahlig. Also ist t’ ganz, o ist wieder eine Ordnung, und wegen (23) hat die 
reziproke Form der Normenform von o den Koeffiziententeiler t't* > 1. Nach Satz 5 
kann also jetzt ö nicht umkehrbar sein. 

Ist umgekehrt ö nicht umkehrbar und t* der Koeffiziententeiler der reziproken 
Form der Normenform von 0, so ist nach 4 

.—_ 11,5 x98 


&) 

n.(0)}’ 

und 0’ =5x 5.05) ist ein ganzzahlıger, die 1 enthaltender Modul. Nach (23) 
ergibt sich aber, daß die reziproke Form der Normenform von o’ ganzzahlig ist. 
Nun läßt die Normenform von o’ eine Komposition mit sich selber zu ®); dadurch 
erweist sich o als Ordnung. Damit ist Satz 6 bewiesen. 


$ 4. Der Führer von Ordnungen. 


1. Es seien 0 und o, zwei beliebige Ordnungen. Dann nennen wir die Modul- 
quotienten (vgl. B. II) 0o,\o und o/o, den Linksführer von vo, nach o und den Rechts- 
führer von vo, nach vo. Unmittelbar aus der Definition ergibt sich 

(24) 0,\0 = 0/0,. 

Ferner folgt ebenfalls unmittelbar aus der Definition (0,\0) x o= 0,\0. Deshalb 
ist (0,\0) X (0,\0)< 0,\ 0, die Führer sind also ganze Moduln. Ist o, die Linksordnung 
von 0,\D, so ergibt sich hieraus insbesondere 0,\0 = 0,\(0, ro). Esist jedoch nicht immer 
0, die Linksordnung von 0,\o, z. B. dann nicht, wenn 0 >, gilt; und es ist auch nicht 
immer 0,\0 = 0,\(0, r D). 

Im folgenden wollen wir uns ausschließlich auf den Fall beschränken, daß o in 
o, enthalten ist. Hat überdies o umkehrbares Komplement, so ist 

(25) 0,\0 = d(0)d, X 5, 0/0, = d(v)d x 5. 

Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3, 19 
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Den Beweis stützt man am bequemsten auf die für je zwei Moduln m, n gültige ein- 
fache Formel 


| m\n = m/i, 
deren Beweis von Dedekind 1?) für Zahlkörper geführt wurde und ohne weiteres auf 


nichtkommutative Systeme übertragen werden kann. Diese Formel ergibt wegen 0, >o 


0,\0 = 0,/0 — ö, x ug 


Aus $ 3, 4 entnimmt man aber ö "= d(o), woraus die erste der Gleichungen (25) folgt; 
die zweite ergibt sich aus dieser und (24). 
2. Nun soll auch noch o, umkehrbares Komplement besitzen. Dann ist nach (25) 


(01\0) x (010) 7 = dton)dlo), x 5 x 8x du; 


dies Produkt ist nach $3 gleich o,. o, ist daher die Linksordnung von D0,\ 0; ferner 


— (0,\0) A 


. Aus Satz 2 folgt nun deswegen 


10) 


10, | 


ist 0,\0o umkehrbar und (0,\0) 


n(0,\0) = ae: dieser Quotient ist aber auch gleich n(0,\0) = 


3. Besonders wichtig für später ist der einfache 
Satz 7. 0, o, seien beliebige Ordnungen und o,>o. Ist 0,\0 eigentlich primitiv, so 


ist 0, die Linksordnung von 0,\D, 0,\0 ist ein umkehrbarer Modul der Norm n(0,\o) = a 3 


und es gilt vo = [1, 0,\ 0]. 
Beweis. v1 sei die Linksordnung von 0,\0, sie enthält gewiß o,; 0’ bezeichne den 


Modul [1, o,\ 0]. 
Nach $ 2, 6 ist n(0,\o0) die kleinste rationale (ganze) Zahl in 0,\o. Daher ist 


(26) jo] So’ = |o,\o|n(o\0)”, 
und nach Satz 4 gilt 
(27) |0,\0] < |o/| n(0,\0)? < |o,| n(0,\0)%. 


Aus (26) und (27) folgt 
D 
n(0,\0) > >- . 


Da andererseits die Determinante der ganzzahligen linearen Substitution, die eine Basis 


von vo, in eine von Do transformiert, gleich e ist, ist nach Definition des Führers n- 

1! 1 

in 0,\o enthalten, also n(v,\o) < ru Das ergibt n(v,\o) = >. und in (26) und (27) 
1 1 


stehen nur Gleichheitszeichen. Letzteres bedeutet: 0’ = o, 0} = 0,, und 0,\0 ist nach 
Satz 4 umkehrbar. 


III. Abschnitt. 
Struktur der Quaternionenordnungen. 


$5. Primitive Ordnungen. 


1. Die Wichtigkeit der Unterscheidung zwischen primitiven und imprimitiven 
Ordnungen wurde schon in der Einleitung erwähnt. Ein für Theorie und praktische 


18) D. II, $ 9, Nr. 6. 
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Rechnung wichtiges Kriterium für die primitiven Ordnungen ist in folgendem Satz 
enthalten: 

Satz 8. Ein ganzzahliger die 1 enthaltender Modul m (also insbesondere eine Ordnung) 
enthält dann und nur dann die Maximalordnung eines quadratischen Körpers, wenn es 
nicht einen ganzzahligen Modul n und dazu eine ganze rationale Zahl [> 1 so gibt, daß 
m=[1,fn] ist. 

Beweis. Läßt sich m in der erwähnten Form schreiben, so kann ersichtlich nicht 
m die Maximalordnung eines quadratischen Zahlkörpers enthalten. 

Schwierig ist nur der Beweis der Umkehrung dieser Aussage. Dazu sei 1, 1, fa, Hs 
eine Basis von m. Die Diskriminanten aller Zahlen u aus m bzw. aller Ringe [1, ] werden 
durch die Form 

(28) s(u&ı + Hole + HaXs)? — Anltı%ı + Malz + Uat3) = ls F(z,, X, X) 
dargestellt, wobei F((x)) eine ganzzahlige Form ohne Koeffiziententeiler ist, ? und s 
ganze rationale Zahlen sind und s quadratfrei ist. 

Die Determinante von F((x)) ergibt sich nach kurzer Rechnung zu D(m) i 
ist also #0. m enthält dann und nur dann die Maximalordnung eines quadratischen 
Zahlkörpers, wenn t?s F((x)) die Diskriminante eines solchen darstellt. Der Beweis des 
Satzes 8 zerfällt nun in zwei Teile. Erstens: 1?sF((x)) stellt die Diskriminante eines 
quadratischen Zahlkörpers dar, wenn t = 1, oder wenn £ = 2 und eine der Kongruenzen 


sF(%,, %a, 23) = 2(mod 4), 
sF(x,, %a, X) = 3(mod 4) 


Ze 


(29) 


lösbar ist. 
Zweitens: ist > 2 oder it = 2, aber keine der Kongruenzen (29) lösbar, so gibt 


es eine ganze rationale Zahl f> 1 und einen ganzzahligen Modul n derart, daß 
m = [1,/n] 
ist. 
2. Wir beginnen mit dem Beweis der zweiten Behauptung. 
Es sei zuerst t>2 und peine ungerade in taufgehende Primzahl. zseiganz und rational 
und genüge der Kongruenz 2z = 1 (mod p). Nun sind die Spuren aller Zahlen 


1 — 28 lg — 28 tz — zs(u 
u u), „Aa (43) + : (4 3) 5 


39 


WO Z£j, X, X, ganz und rational sind, ganz; und wegen 
p*(s(&)? — An(E)) = t’sF(x,, %, 23) = 0 (mod p) 


sind auch deren Normen ganz. Dann ist 
_ [4 Ma 2s(Hı) Ma 2S(Me) Ms ie 
we 1, ——E 


’ L 


p p pP 
ein ganzzahliger Modul und m = [1, pn]. 


Ist t gerade, so sind nach (28) s(1,), S(4a), s(#3) gerade; in diesem Falle kann 
man sich die Basis von m durch die folgende 


1, u, — 3 sl), Ma 3S(He) Ma — & s(u3) 
ersetzt denken, kann also ohne Beschränkung der Allgemeingültigkeit s(w,), s(1z), 
s(43) = 0 annehmen. 
Ist 2 durch 4 teilbar, so ist jetzt n= [1,4 u, } us, } us] ganzzahlig und 


m = [1, 2n]. 
19* 
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Schließlich sei it = 2, aber keine der Kongruenzen (29) lösbar. Dann lehrt eine 
elementare Diskussion, daß s#((x)) durch eine ganzzahlige Substitution in eine Form 
3 
„a, ir Ti Te transformiert werden kann, für welche 
(mod 4) fürı=k=1, 
ax = !0 (mod 4) für i=k+1, 
0 (mod 2) für ı #k 


gilt. Diese Substitution entspricht dem Übergang zu einer neuen Basis: m = [1, 1, u, u3]. 
Für diese muß dann aber n=[1,4(1 + u), tus, us] ganzzahlig sein und 
m = [1, 2n]. 
3. Es sei Jetzt t = 1 oder t = 2 und eine der Kongruenzen (29) lösbar. Im zweiten 
Falle darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, daß eine der 
Kongruenzen (29) durch x, = 1, 2, = 0, X, = 0 gelöst wird. 
Jetzt ıst 
F(z,, £s, %s) fürt=1, 
f(x, &, 2%) = 1 F(2,42,4%) fürt=2, F(1,0,0)=0 (mod 2), 
4F(x,,42,, 4%) fürt=2, F(1,0,0)=0 (mod 2) 
eine ganzzahlige quadratische Form ohne Koeffiziententeiler. 


Ich behaupte, f((x)) stellt unendlich viele Primzahlen dar. Für den Augenblick 
sei die Behauptung als wahr angenommen. Dann erteile man den %,, X, 73 solche Werte, 
daß f((x)) eine zu 2s teilerfremde Primzahl ist. Jetzt wird sF(x,, X, 23) bzw. sF(x,,425,423) 
eine quadratfreie Zahl sein, welche für {= 2 noch kongruent 2 oder 3 mod 4 ıst. Dann 
ist wirklich 2?sF(z,, %,, &3) bzw. I?sF(x,, 4%,, 42,) die Diskriminante eines quadratischen 
Zahlkörpers. 

Es bleibt nun nur noch zu beweisen, daß f(x,, £,, 3) unendlich viele Primzahlen 
darstellt. 

f((x)) ıst nicht das Produkt von zwei Linearformen, weil nach 1 die Determinante 
von f((x)) nicht verschwindet. Die adjungierte Form g((y)) von f((x)) ist aus diesem 
Grunde nicht das Quadrat einer Linearform, und nach einem bekannten Hilfssatze aus 
der Theorie der quadratischen Formen stellt sie nach einer ungeraden, nicht die Deter- 
minante von f((x)) bzw. g((y)) teilenden Primzahl p sowohl quadratische Reste wie 
Nichtreste dar. 

Es darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, daß 


(8(0, 0, 1)/p) = —1 
ist. 

Weiterhin beschränkt es nicht die Allgemeingültigkeit, wenn /(1,0,0) zu p 
teilerfremd angenommen wird. Nun lassen sich ganze rationale Zahlen a,b, c so be- 
stimmen, daß f(a, b, c) zu f(1, 0, 0) teilerfremd ist, während a = 0 (mod p), b = 0 (mod p), 
c=0 (mod p) ist. Dann ist h(x, y) = f(x + ay, by, cy) eine binäre quadratische Form, 
deren Diskriminante kongruent b?g(0, 0,4) mod p ist; sie ist wegen der gemachten 
Voraussetzung (g(0,0,1)/p) = —A kein Quadrat. Zweitens sind die Koeffizienten 
h(1,0) und A(0,1) teilerfremd, d.h. h(x, y) ist eine primitive Form. 

h(x, y) ist die Normenform eines Moduls in einem quadratischen Zahlkörper. 
Wir benutzen die bekannte Tatsache, daß alle Moduln im quadratischen Zahlkörper 
umkehrbar sind ?). Es kann mit den üblichen transzendenten Hilfsmitteln gezeigt 


1) D. I, $ 187. 
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werden, daß einem umkehrbaren Modul in einem Zahlkörper unendlich viele Moduln 
äquivalent sind, deren Normen Primzahlen sind. Demgemäß stellt Ah(x,y) un- 
endlich viele Primzahlen dar, und weil h(x, y) durch f((x)) dargestellt wird, gilt dasselbe 
auch für f((x)). Damit ist der Beweis des Satzes 8 vollständig. 


4. Jede Ordnung o läßt sich in der Form 
o=[1,/n] 


schreiben, wobei n ein ganzzahliger, die 1 enthaltender Modul und / eine ganze rationale 
Zahl ist (z.B. f=A,n= 0). fteilt offenbar die Diskriminante von o und ist daher 
nach oben hin beschränkt. Soll f möglichst groß sein, so ist durch diese Festsetzung 
f schon eindeutig bestimmt. 

Aber auch n ist dadurch eindeutig bestimmt; haben wir nämlich zwei Darstellungen, 


o=[1,/n]=[1,/n], 
so gibt es für jede Zahl v, aus n, eine ganze rationale Zahl » und eine Zahl », aus ıt, 
derart, daß fvy, =n + fv, ist. Daraus folgt sofort n = 0 (mod f), und daraus ıt, = 11,. 

n ist nach Satz 1 stets in einer Ordnung enthalten. Wird f möglichst groß bestimmt, 
so ist jede n enthaltende Ordnung primitiv. Denn dann gibt es nicht eine ganze rationale 
Zahl f’> 1 und einen ganzzahligen Modul n’ so, daß n = [1, f'n’] ist. Nach Satz 8 ent- 
hält jetzt n die Maximalordnung eines quadratischen Zahlkörpers, die erst recht in 
jeder n enthaltenden Ordnung enthalten ist. 

5. Das Hauptproblem dieses dritten Abschnittes ıst die Bestimmung der Maximal- 
ordnungen, welche eine gegebene nichtmaximale Ordnung enthalten. Wegen der letzten 
Bemerkung in 4 wird durch den folgenden Satz dies Problem auf das Teilproblem für 
primitive Ordnungen reduziert: 

Satz 9. Es sei o = [1,fn] eine Ordnung, f eine ganze rationale Zahl und n eın 
ganzzahliger die 1 enthaltender Modul. vo, sei die kleinste n enthaltende Ordnung und 


1 2 h . . 
m. 3” alle vo, enthaltenden Maximalordnungen. Dann ist o in den und nur 
den Maximalordnungen enthalten, welche eins der Ideale f%, x. „I ' enthalten. 


vi) 


Zusatz zu Satz 9. Die Maximalordnungen ‘%, welche die fx} uote erkennt 


man leicht als diejenigen, für die die Distanzideale (% x $°”) " Linksteiler von fX sind. 
Beweis. Enthält die Maximalordnung X eins der Ideale J,3”,.. II”, so 


enthält ‘5 offenbar auch o. 
Es bleibt also folgendes zu beweisen: Ist ‘} eine o enthaltende Maximalordnung, 


. ” o . . 1 h - 
so gilt für mindestens eine der Maximalordnungen 3,..., 3”, daß fJ"<% ist. 
Zum Beweise setzen wir \ = ‘|, und fürn =1,2,... sei x, die Rechtsordnung 


des Ideals %,, , x n und ‘%,,,, die Linksordnung des Ideals n x \,,: 


“ 
3 Em 5 EEK Es 
Rx I Da RX I 
Dann ist 
30) nxJenx THX EX KR Am KUN TER IX do 
= (REIKI RX Or KUX FIX X (X Io). 


Normenbildung ergibt daraus 








31) ntinX)= ———- — nn 
- n(($3, X I) )n((I,, 1x9 RR. DLIE (IX Bu ) + n((FExX Io) ) 
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Aus der Voraussetzung, daß v in ‘%, enthalten sein sollte, folgt nun fn< %,, also 
ist /n x S%, ein ganzes Ideal; wegen (30) ergibt sich deshalb 

(32) In < Io = 3 (n=1,2,...). 
Dieser Beziehung (32) können nur endlich viele verschiedene Maximalordnungen ge- 
nügen, deshalb wird für alle » die Norm des Ideals %,,,, X 1x %,, zwischen festen 
Schranken liegen. Wegen (31) liegt dann auch das Produkt 


—1 —1 —l 
AK) I Ana Ian) IA Ind) I RER I) ) 
zwischen festen Schranken, und weil dessen sämtliche Faktoren ganz sind, ist von einem 
gewissen n ab 


1 = nl(Ianıı X ER u. ((IgnrsX Iıs) ) PrmunE 

end % IR m !(Fgnyz% Ian) ) WERE 
Das bedeutet aber nichts anderes, als daß von diesem n ab Sy, = Ianız " Sanıs ” 
und „= Sanız = Ins = Ist, d.h. 

(33) Im XR=RX 

Ich behaupte jetzt, es ist 7, = 3, und %, = y4ı>N. Sei nämlich %k die 
kleinste ganze rationale Zahl derart, daß n* eine Ordnung ist (vgl. $ 1, 3). Dann folgt 
aus (33) 

(34) I WER X X. 

Deshalb stimmt die Rechtsordnung von \%,,;, X n* mit der von \},, X n“=! überein, 
sie möge ‘}* heißen. Weil n* Ordnung ist, ist (Ju, x) x nd = Sy, X n*, folglich 

(35) a». 

Nun enthält n“-! wie auch n die 1, und da n*-! ganzzahlig ist, enthält n*-! mit 
einer Zahl «x auch die konjugierte &=s(x)—a. Daher ist M-1—n*-1 und 
,xrnlenaxd, =-neixd,. $* ist jetzt auch die Linksordnung von 
n=1x %,,. Eine nochmalige Anwendung von (33) ergibt x %,.,xn=mIx 
\$”* ıst dann die Linksordnung von n®=?x \%,,,,. Dies Verfahren wird so fortgesetzt. 
Am Schluß ergibt sich J* = %,,,, oder 3* = ,,, je nachdem k gerade oder ungerade 


war. 
Weil n*-! die 1 enthält, ist n>n x n®!=n%, also haben wir wegen (35) jetzt 
N< Syn] oder n<%,,, und weil n die 1 enthält, wird (33) zu Synyı = Im 
%,, enthält als Ordnung natürlich auch die kleinste n enthaltende Ordnung o,, 
d.h. \,, Ist eine der Ordnungen - uf „u %® und weil (32) auch gilt, wenn darin 


n durch 2n ersetzt wird, ist nunmehr Satz 9 bewiesen. 


$ 6. Das Symbol (0/p). 

I. Nach dem in der Einleitung angegebenen Programm kommen wir jetzt dazu, 
das Restklassensystem einer Ordnung o nach dem Modul po zu betrachten, wobei p 
irgendeine Primzahl ist. Es ist ein hyperkomplexes System ©, über dem Körper R, 
der Restklassen der ganzen rationalen Zahlen mod p. NR, soll stets das Radikal von ©, 
bezeichnen. 

Eine Zahl & aus o definiert eindeutig eine Restklasse in ©,, welche ebenfalls, sobald 
keine Mißverständnisse zu befürchten sind, mit & bezeichnet werden soll; diese Abkürzung 
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hat viel für sich, da eine Basis o,, 0}, 05, 05 von Do gleichzeitig als Basis von ©, in bezug 
auf R, aufgefaßt werden kann. 


Sind & und ß zwei Zahlen aus 0, und ist x = ß (mod po), so ist auch x = ß (mod po); 
dadurch ist in ©, jeder Größe eine konjugierte eineindeutig zugeordnet. Ersetzt man 
in ©, alle Größen durch die konjugierten, so geht dadurch N, in sich selber über; es 
kann daher sogar jeder Größe der Differenzalgebra ©, — NR, eine konjugierte in ein- 
eindeutiger Weise zugeordnet werden. Sind a, ß zwei Größen aus ©, bzw. &, — NW, 
&, ß die konjugierten, so ist & d B=aH+ ß, aß — B &. 

©, — N, enthält einen zu R, isomorphen Körper R;,. 

R, wie R, bestehen aus den Summen 1 +41 +». + 1, und können auch dadurch 
charakterisiert werden, daß x = %& einzig für die Größen x aus R, bzw. R, gilt. Jede 
Größe & aus ©, bzw. &, — N, genügt in R, bzw. R, der quadratischen Gleichung 
(e — oa) (2 —o) = 2? —s(a)z+n(a). 

Ist p zur Diskriminante von o teilerfremd, so ist N,= 0, und ©, ist das System 
der Matrizen zweiten Grades über R,. Dieser Fall verdient kein weiteres Interesse. 


Wenn aber p die Diskriminante von o teilt, kann W, den Rang 2 oder 3 haben. 
Der Fall, daß N, den Rang 1 hat, tritt nicht ein. Denn dann hätte ©, — N, den Rang >, 
und da es vom Rang 3 nur kommutative halbeinfache Systeme gibt, ist &, —R, 
kommutativ, also direkte Summe von 1,2 oder 3 Körpern. 

Wäre &, — NR, ein Körper, so hätte &, — NR, auch den Grad 3 über R,, das 
widerspricht aber der Tatsache, daß alle Größen von ©, — %, in R, einer quadratischen 
Gleichung genügen. 

Wäre ©, — NR, Summe zweier Körper, so wäre in &, — N, die 1 Summe zweier 
orthogonaler primitiver Idempotente, etwa 1=e., +8. Es ist dann aber auch 
1= 8, + &,, WO &,, &, wieder orthogonale Idempotente sind, und wegen der Eindeutigkeit 
der Zerlegung der 1 also e, = e, oder &, — &,. Im ersten Falle zeigt sich e, als eine Größe 
aus R,, d.h. 2=1-+:.--+1, das ist ein Widerspruch. Im zweiten Falle folgt dann 
noch &= &. Es gibt nun aber noch eine Größe & in &,-— N, so, dab &,, &, & 
nicht linear abhängig in bezug auf R, sind. Daher ist [e,, &, x] eine Basis von &, — W,. 
Weil & — N, die direkte Summe &,— % = 539 — %) + 8%, — %) ist, 
kann & ohne Beschränkung der Allgemeinheit so angenommen werden, daß 
1% —=0, 5% = oist. ©, — N, enthält auch die zu x konjugierte Größe &, und diese 
läßt sich in der Form &“=r.-+trg3&;,+r3x mit r,7,7r; aus W, darstellen. 
Multiplikation mit &, gibt jetzt .x = ae, = 0 = rz&; + r3&%. Weil &,, &, & linear un- 
abhängig sind, muß r,=r,=0 sein, d.h. x = r]£,% = rj&, und das widerspricht 
ebenfalls der Unabhängigkeit von &,, &, &. 

Schließlich nehmen wir an, ©, — N, sei direkte Summe von drei Körpern, und 
1=&+ & + & sei die Zerlegung von 1 in primitive orthogonale Idempotente. Wieder 
gilt auch 1 = e, + &, + &,, also entweder &, = e, Oder &, = &,, &, = &, &3 = &£; Oder 
&) = &, 8 = &, &5— &. Dann ist &,&8; oder &, in R,, und daher eine Summe 
1+1-+...+1, das ist ein Widerspruch. 

Der Fall, daß N, den Rang 1 hat, führt also auf einen Widerspruch. 


2. Im Falle, daß p in der Diskriminante von o aufgeht, sind nun die folgenden 
drei Fälle zu unterscheiden: 

1) N, hat den Rang 3, dann schreiben wir (o/p) = 0. 

2) N, hat den Rang 2, &, — N, ist nicht einfach, dann schreiben wir (o/p) = 1. 

3) N, hat den Rang 2, ©, — N, ist einfach, dann schreiben wir (o/p) = —1. 
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Die Berechnung des Symbols (o/p) geschieht in sehr einfacher Weise durch den 

Satz 10. /st (vo/p) = 0, so ıst für jede Zahl o aus 0 (A(o)/p) = 0 (Legendresymbol). 

Ist (o/p) = 1, so ist für jede Zahl o in vo (Alo)/p) # —1, und es gibt mindestens 
eine mit (Alo)/p) =1. 


Ist (o/p) = —1, so ıst für jede Zahl o ın vo (Al(o)/p) #1, und es gibt mindestens 
eine mit (Alo)/p) = —1. 

(Das Legendresymbol (m/2) wird wie üblich definiert: (m/2) = 0 für gerades m; 
(m/2) = 4, wenn m=1 (mod 8) ist, (m/2) = —1, wenn m =5 (mod 8) ist.) 


Beweis. Ist (o/p) = 0, so hat jede Größe o aus ©, die Gestalt o=r-+ », wobei 
rin R,, » in X, liegt. Es ist daher s(o) = 2r,n(o) = r?, A(o) = 0; also gilt A(o) = 0 
(mod p) für jede Größe o aus 0. 

Ist (o/p) = 1, soist1= e&, + in &, —N,, wobei & = &,, &8 = &, &ı&g = &gkı = 0 
ist. Daraus folgt s(&,) = s(&,) = 1, n(e,) = n(e&) = 0, n(e,, &) = 1. Also insbesondere 
A(s,) = 1. Entsprechend enthält o eine Zahl e mit A(e) = 1 (mod p), also (A(e)/p)= 1. 
Ist & irgendeine Zahl aus o, so hat die durch x in ©, — N, erzeugte Restklasse die 
Gestalt &,7, + &grg, wobei r, und r, Größen aus WR, sind. Infolgedessen gilt nun 
A(x) = (r, — r,)? (mod p), also (A(a)/p) # —1. 

Ist schließlich (o/p) = —1, so ist ©, — N, ein Körper zweiten Grades über R;. 
Daher ist für jede Zahl o aus o das Symbol (A(o)/p) = 0 oder = — 1, je nachdem die 
durch e in ©, erzeugte Restklasse zu R, gehört oder nicht. 

3. Es sei o eine primitive nichtmaximale Ordnung. Wir stellen nun die Frage, 
in welcher Weise sich o zu einer umfassenderen Ordnung erweitern läßt. Von besonderer 
Wichtigkeit ist dafür die Kenntnis der kleinsten von o verschiedenen Ordnungen, die 0 
umfassen. 


10\ 


Es sei o’ irgendeine vo umfassende Ordnung und p eine in 0” aufgehende Primzahl. 

Es gibt eine Basis 1,01, 05,0, von vo’ so, daß o=[1,r,0/, 730}, r303] ist, wobei 

Tl, r i a D| 

Fu Tu la = . ganze rationale Zahlen sind (Elementarteilersatz!). Es ist nr or 
ı /ı | 


r 
also geht p in r;, auf. Nun ist 0, = 0, D > ei eine von 0 verschiedene o umfassende Ord- 


nung, für die po’< o gilt. 

War o’ eine kleinste o enthaltende Ordnung, so ist jetzt 0} = 0’, und wegen po’<o 
10) 
[0°] 
r, und r, sind Potenzen von p, und wegen po, < v kann r, nur gleich p sein, daher kommen 
nur die Fälle vo = [1, e7, pe, po3], © = [1, E71, E35, po3] in Frage. 

Wir wollen o; eine Erweiterungsordnung von vo zu p nennen. Aus der obigen Betrach- 
tung sieht man folgenden Hilfssatz ein: Ist o’ eine o enthaltende Ordnung und p eine 


ist eine Potenz von p. Weil nach Voraussetzung o primitiv ist, ist r, = 1 nach Satz 8. 


#5 ’ 
or) teilende Primzahl, so gibt es zwischen o und 0’ eine Erweiterungsordnung von 0 


zu p. 

4. Man kann manchmal allein aus der Struktur von ©, auf die Existenz von Er- 
weiterungsordnungen schließen: 

Satz 11. /st o eine primitive Ordnung und (v/p) + —1, so gibt es eine Erweiterungs- 
0 


ordnung v0, von v0 zu p, und es ist 17 zum 
1 
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Beweis. Es sei (o/p) =0. 1, o,, 05, 03 Sei eine Basis für o bzw. ©,, dabei sei 
R, = [01, 03, 03]. Jetzt ist m = [p, 01, 03, 03] ein ganzer Modul mit durch p teilbarer 


’ 





1 
l,n —- m 
n 





Norm. m ist eigentlich primitiv, denn wäre „m ganzzahlig, so wäre 0 — 


was nach Satz 8 der Primitivität von o widersprechen würde. Nach $ 2, 6 ıst nun n (m) 
die kleinste ganze rationale in m enthaltene Zahl, d.h. es ist n(m) = p. 

Die Linksordnung o, von m enthält o, es ist daher auch o, primitiv; nach Satz 6 
ist 0, umkehrbar, weil es nach Satz 8 nicht einmal einen ganzzahlıgen Modul n und 
eine ganze rationale Zahl {> 1 so gibt, daß vo, = [1, fn] wäre. Es gilt nun der Satz: 
Ist das Komplement der Linksordnung eines Moduls umkehrbar, so ist dieser Modul 
selber umkehrbar 2); nach diesem Satz ist m umkehrbar, und nach Satz 4 ist 


Im| = |o,|n(m)? = |o,| p®. Andererseits ist aber |m|=p|o|, folglich - m pP. 
1 
0, ist eine Erweiterungsordnung zu p. 


Entsprechend kann eine Erweiterungsordnung zu p nachgewiesen werden, wenn 
(o/p) =1 ist. Dazu sei 1, o,, 0, 0, wieder eine Basis von o bzw. ©, und %, = [p,, P3]- 
Wegen (A(o,)/p) # —1i kann man eine ganze rationale Zahl x so finden, daß 
n(2-+ 0,)=0 (mod p) ist. Dann ist m=[p, x + o,, 05, 03] ein ganzer Modul, von 
dem wie oben nachgewiesen werden kann, daß seine Linksordnung o, die Ordnung o 


enthält, und daß = | — p gilt. 
1| 


5. Das Hauptresultat der nun folgenden Untersuchungen ist der grundlegende 
Satz 12. o sei eine primitive Ordnung und p eine | o | teilende Primzahl. 
Ist (o/p) = 0, so gıbt es eine und nur eine Erweiterungsordnung od, von D zu p, es 


ie [01 _ 


Tr 
Ist (vo/p) = 1, so gibt es genau zwei Erweiterungsordnungen vo, und 0, zu p, es ıst 
1o|_lo|_ 


10 jo 
Ist (vo/p) = —1, so gibt es eine und nur eine Erweiterungsordnung 0, zu p, es ist 
|0|_,. 
Dikek 
Beweis. Wir beginnen mit der Diskussion des Falles, daß o, eine Erweiterungs- 
ordnung von Do zu p ist, für welche n- — p®? ist. Es gilt jetzt, (o/p) = —1 zu zeigen. 
Nach 3 gibt es eine Basis 1, o,, 05, 03 für o, so, daß vo —=[1, o,, POg, Po3] ist. Ich 
behaupte, es ist (A(o,)/p) = — 1, dann folgt (o/p) = —1 aus Satz 10. Zum Beweise 
werde im Gegenteil angenommen, daß (A(o,)/p) # —1 ıst. Man setze 
gl = Q, +1 
01 °0ı = — no) + 01 *8(0ı) 
01 ° 02 = A +01’ +09 +t 034 
01° 03° bb to1 di +02 be +03. b>. 
Dann ist die Matrix 
0 1 0 0 | 
|—n(eı) s (6) 0 0 | 
do a a3 Az 
do b, b; b; | 





») B. IL 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3. 20 
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dem Element o, in derjenigen Darstellung des Systems zugeordnet, die zu dem Darstellungs- 
modul o, gehört. Daraus folgt n (o,) = a,b; — azb,, s(0,}) = a, + b,, und hieraus wieder- 
um, daß die quadratische Form a32? + (b3z — a,) xy — b,y? gleich A(o,) ist. Weil nun 
A(o,) nach p nicht quadratischer Nichtrest sein sollte, gibt es zwei teilerfremde ganze 
rationale Zahlen m,n so, daß a,m? + (b, — a,) mn — b,n?=0 (mod p) ist. Wählt 
man zwei weitere ganze rationale Zahlen m’, n’, für welche mn’ — nm’ =14 gilt, und 
setzt man 


92=MO0+N Ps, 

05 = m’Qg + N’Rs, 
so wird 0) =[1, o,, 05, Po3] eine o enthaltende, in o, enthaltene Ordnung; sie ist von 
o und o, verschieden, und das widerspricht der vorausgesetzten Minimaleigenschaft 
von 0,. Also muß wirklich (A(e,)/p) = —1 sein. 

Es kann aber auch gleich gezeigt werden, daß in diesem Falle o, die einzige Er- 
weiterungsordnung von 0 zu p ist. Das ergibt sich sofort aus der Tatsache, daß 
jede Zahl o, für welche po<o ist, in o, liegt; und dies sieht man so ein: es sei 
po = rg + rı0ı + FaP0g + T3pe;z mit ganzen rationalen 7,,7,,7,,7;; dann gelten die 
Kongruenzen 


s(po) = 2r, + rıs(e,) = 0 (mod p), 
n(po)=r, + rorıs(e1) + rin(e,) = 0 (mod p), 
A(pe) = r}jA(e,) = 0 (mod p). 


Wegen (A(o,)/p) = —1 folgt aus der letzten Kongruenz r, =(0 (mod p). Folglich 
muß auch r, = 0 (mod p) sein, und aus diesem Grunde liegt e in o,, wie behauptet wurde. 
za p. Da o und o, 
10) 

primitiv sind, sind nach Satz 6, wie schon oben (in 4) geschlossen wurde, ö und ö, um- 
Ka 


lol 


6. Nun sei 0, eine Erweiterungsordnung von 0 zu p und 


kehrbar; und nach $ 4, 2 ist 0,\o ein umkehrbarer Modul der Norm n (0,\0) = 


Deswegen ist 0,\0 eigentlich primitiv und nach Satz 7 
(36) o=[1,0,\0]. 
Ist o eine Zahl aus o, so gibt es wegen (36) eine ganze rationale Zahl r und eine Zahl n 


aus 0,\0 so, daß o=r-+n ist. Wegen n(z)=0(mod p) folgt deshalb (A(o)/p) # —1, 
also ist nach Satz 10 (o/p) # —1. 


0, sei eine andere Erweiterungsordnung von vo zu p. Nach 5 kann nicht n- = p? 
2 
Ip! 
sein, denn dann wäre (o/p) = —1, also ist Fe —= p und 
2 


Aus (36) und (37) ergibt sich 0,\ 0 = 0,\0 oder 0,\0 = 0/0, =0,\0. Betrachten wir 
nämlich das Restsystem ©, von o nach po! Falls N, den Rang 3 über R, hat, ist 
N, = 0,\0 = 0,\0 (mod po), und weil 0,\0 und 0,\0 als ganze primitive Moduln nach 
$ 2,6 ihre Norm p enthalten, ist 0,\0 = 0,\0. Hat aber N, den Rang 2, so kann es in ©, 
nur zwei Moduln mit verschwindender Norm geben, dieses sind gerade die Restklassen- 
systeme von 0,\o0 und 0,\0 mod po. Daher ist jetzt 0,\0 = 0,\ 0 oder 0,\0 = 0,\0 (mod po), 
woraus wie oben die Behauptung folgt. 

Ist (o/p) = 0, so gibt es nach Obigem eine und nur eine Erweiterungsordnung zu p. 

Ist aber (o/p) = 1, so gibt es deren höchstens zwei. Um zu zeigen, daß es genau 
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zwei gibt, genügt es, zu beweisen, daß die Rechtsordnung von 0,\o von o, verschieden 
ist, denn diese umfaßt auch o. Im Falle (o/p) = 1 sind nicht die Spuren aller Zahlen 
aus 0,\0 durch p teilbar, denn sonst wäre wegen (36) 0,\0, mod po betrachtet, das Radikal 
%, von ©, und hätte über AR, den Rang 3. Es sei o eine Zahl aus 0,\o mit zu p teiler- 
fremder Spur. 0’ sei eine weitere Zahl aus 0,\o, deren Restklasse mod po in N, liegt; 


es soll aber nicht n o’in o, liegen. Daß es eine solche Zahl o’ gibt, ersieht man daraus, 


10! 


daß wegen ES = p nicht “ in 0, liegt. 
1 
Wäre nun o, sowohl Linksordnung wie Rechtsordnung von 0,\0, so wäre 


(0,\0) X (0,\0) = (0,\0) X (0,\0) = pp,. 
Das ergäbe insbesondere 00’ =0’e = (0 (mod po,). Nun verifiziert man leicht die Be- 
ziehung 

oo + Pe —n(o,e)=s(e')o —s(e)e'. 
Daraus erhält man 00’ + 0’ o —n(o, 0’) = s(o) o' = 0 (mod p0,). Das aber widerspricht 


ER 
den Voraussetzungen, daß s(o) zu p teilerfremd sein und 5 o nicht ın o, liegen sollte. 


Jetzt ist Satz 12 in vollem Umfange bewiesen. 

oji_Iol_ 
I|0,| 9%] 
können aber zwischen vo und o, bzw. o und o, keine Zwischenordnungen mehr liegen. 
Deshalb ist jetzt 





Ist o, die Rechtsordnung von 0,\0, so gilt ono,<D, Wegen 


D=0D,nr0Ds. 


7. Wird eine primitive Ordnung o vorgelegt, so kann man nun leicht alle Ordnungen 
berechnen, die vo enthalten. 

Zunächst muß man alle in |o| aufgehenden Primzahlen kennen. Ist (o/p) # —1, 
so ist nach Satz 11 p sicher ein Teiler von |o|. Ist aber (o/p) = — 1, so ist p dann und 
nur dann ein Teiler von |o |, wenn p?in d(o) aufgeht. Denn dann sei \\ eine o enthaltende 
Maximalordnung und d(o) = |vo|d(F). d($) ist stets quadratfrei, daher geht p in |o| 
auf, sobald p?in d(o) aufgeht. Falls aber p ein Teiler von | o| ist, so teilt p® nach Satz 12 
ıo|, wenn (vo/p) = —1 ist. 

Pı: Pas - - -, Pn Seien alle |o| teilenden Primzahlen. Jetzt berechne man alle Er- 
weiterungsordnungen D,, Ds, . . ., Oy VON D ZU P1, Pa} - - -, Pn und höre erst dann mit der 
Fortsetzung dieses Verfahrens auf, wenn man zu Maximalordnungen gekommen ist. 


Wie sich diese Rechnung im einzelnen darstellt, soll kurz mit Hilfe von Beispielen 
erläutert werden. 


1. Fall. (o/p) = —1. 


Man stelle eine Basis 1, o,, 0, 05 von vo bzw. ©, auf, wobei N, = [Ps, 05] ist. Dann 


ist 0, = [1, o,, 1 O9, - 03| die Erweiterungsordnung zu p. 


p 
Beispiel. t,, tg, iz seien die Basiseinheiten der Hamiltonschen Quaternionen, 0 sei 


die Ordnung 
o=[1, 1, 312, 313]. 
Es ist |o]|=18 Wegen (A(ı)/3) = —A und Satz 10 ist (0/3) = —1, also ist 


0, = [1, 15, ta, {3] die einzige Erweiterungsordnung zu 3. 
20” 
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2. Fall. (o/p) =. 
Man stelle eine Basis 1, o,, 05, 05 für o bzw. ©, auf, wobei N, = [o,, 05, 03] ist. Dann 
ist die Linksordnung bzw. Rechtsordnung o, von [p, 0}, 03, 03] die Erweiterungsordnung 
zu p; dieser Modul ist übrigens gleich o,\o. 
Beispiel. ı,, is, {3 seien wieder die Basiseinheiten der Hamiltonschen Quaternionen 
und 
o = [1,1 —iy— 1, 35, 33], (03) =0, 
0,\0 -. [3, I lg — by, Ip, 33]; Ya 11, 1 + I, ty + iz —lg — 3]. 
3. Fall. (o/p) =1. 
Hier stelle man eine Basis 4, e,, 05, 05 von 0 bzw. ©, auf, wobei N, = [es, 03] ist und 
n(0,)=0 (modp). o, und o, sind nun Linksordnung und Rechtsordnung von 
[P, 01, 02, 03], und dieser Modul ist gleich 0,\0 = 0/p,. 
Beispiel. ı,, ig, iz seien wieder die Basiseinheiten der Hamiltonschen Quaternionen 
und 
Ze 11, 31 + 1ı + Itg + dl3), Dlg, 913]. 
ol=235, (05) =1. 
M,ı, a +2,31 +. +5 +5W)] = 9, 
I1,ı,.3(1 +44 +9 —)] = 25. 


$ 7. Durchschnitte von Maximalordnungen. 


1. Von besonderem Interesse ist die Frage nach der Anzahl der Maximalordnungen, 
welche eine gegebene nichtmaximale Ordnung enthalten; wir wollen uns bei ihrer Be- 
antwortung auf primitive Ordnungen beschränken. Ja es genügt sogar, wie wir gleich 
zeigen werden, sich auf solche Ordnungen o zu beschränken, für die (o/p) für jede |o| 
teilende Primzahl p gleich 1 ist. 

Ist nämlich p eine in | o | aufgehende Primzahl und (o/p) # 1, ist ferner % irgend- 
eine o enthaltende Maximalordnung, so gibt es nach $ 6, 3 zwischen % und o eine Er- 
weiterungsordnung o, von D zu p. Da es nach Satz 12 nur eine Erweiterungsordnung 
zu p gibt, liegt o, zwischen jeder o enthaltenden Maximalordnung und o, d.h. o, ist in 
ebensovielen Maximalordnungen wie o enthalten. Daher genügt es, die Anzahl der o, 
enthaltenden Maximalordnungen zu kennen. o, hat nun eine kleinere Determinante 
als 0; wiederholt man die angegebene Operation genügend oft, so kommt man schließlich 
zu einer Ordnung 0’, die in ebensovielen Maximalordnungen wie o enthalten ist und dazu 
die Eigenschaft hat, daß (o’/p) = 1 ist für jede |o’| teilende Primzahl p. 

Die primitiven Ordnungen o, für welche alle Symbole (o/p) den Wert 1 haben, 
sobald p eine |o| teilende Primzahl ist, sind Durchschnitte von Maximalordnungen. 
Diese Behauptung sei schon für Ordnungen mit kleinerer Determinante als |o| bewiesen; 
ist dann p eine |o| teilende Primzahl und o,, 0, die beiden Erweiterungsordnungen zu p, 
so sind nach der Induktionsannahme o, und 0, Durchschnitte von Maximalordnungen. 
Nach $ 6, 6 ist aber o = 0, 0,, und somit ist auch o Durchschnitt von Maximalord- 


nungen. 

Es gilt sogar der 

Satz 13. Eine Ordnung o ist dann und nur dann Durchschnitt zweier Maxımal- 
ordnungen, wenn Do primitiv ist und für jede |o| teilende Primzahl (v/p) = 1 gult. 

Der Beweis muß vorläufig zurückgestellt werden. 

2. Zuerst sollen die elementaren Eigenschaften der Durchschnitte zweier Maximal- 
ordnungen abgeleitet werden. 
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Sind % und $%’ zwei (verschiedene) Maximalordnungen, so heißt das größte ganze 
Ideal, dessen Linksordnung {% und dessen Rechtsordnung {%’ ist, das Distanzideal von $ 


nach %’, es ist gleich (%’ x 3) 21). 
Die Bedingung, daß das Distanzideal ganz ist und j' zur Rechtsordnung hat, hat 
zur Folge, daß (%’ x $) " in 3’ enthalten ist, daher gilt 
IIT>FXIT. 
Nach $4, 1 ist aber 3 x (Z3\3) = (II) x IF = IF, also ist J\J ein ganzes Ideal 
der Linksordnung % und der Rechtsordnung %’, es muß daher in (%’ x %)” enthalten 
sein. Somit haben wir die Beziehung 


AI-IX I". 
Ebenfalls nach $ 4,1 ist J\%Y = I\($ 7 9), und daher gilt 


(38) II-N=-IXxIN”. 
(XS ist (eigentlich) primitiv, nach (38) und Satz 7 also 
(39) IrY=- 1x 97]: 


Wir beweisen jetzt den 


Satz 14. % und %’ seien zwei Maximalordnungen. Alle Maximalordnungen, die 
den Durchschnitt % „5% enthalten, werden durch die FERN der Linksteiler 


(bzw. die a der Rechtsteiler) von (x Y) _ Wefen. 

Beweis. Es seien a, b ganze Ideale und (% x 3) "= ab. $* sei die Rechts- 
ordnung von a. Dann ist J-Y = [1, (3 x S2"]<[tl,a]l<I* 

Umgekehrt sei %* eine $ „ % enthaltende Maximalordnung, dann ist 


vs 


Irycedr st und JS IIEIS I"), 
und 3\(3 r I3*) = (3* x I) ist ein Linksteiler von Z\($ - Y); die Rechtsordnung 
von (J* x J)" ist 3*. 
Auf Grund von Satz 14 läßt sich die Anzahl der Maximalordnungen, welche einen 
Durchschnitt $% » %* von Maximalordnungen enthalten, leicht abzählen. Jr ist 


in so vielen Maximalordnungen enthalten, wie (%’ x 3)" Linksteiler besitzt, denn je 
zwei verschiedene Linksteiler eines Distanzideals haben bekanntlich verschiedene Rechts- 


ordnungen ??). (%x%) " hat so viele Linksteiler, wie n((3'x%)') Teiler besitzt; denn 
einer Zerlegung (%’x%) "= ab entspricht die Zerlegung n((X’x X") = n(a)n(b) der 
Norm. Und ist n((YxI) ') = ab, wobei a und b ganze rationale Zahlen sind, so ist 
a=(%’x%)"-+a% ein ganzes Ideal der Norm a, welches (%’x %) " von links teilt. 
Ist nun n((%’ x 3) ') = pi: pt... p'r die Zerlegung von ..- x 3)”') in Primzahl- 


potenzen, so hat n(($’ x Yz ') Be (a, +A)(az, +41) ---(a„ +1) Teiler. Schließ- 
lich beachte man, daß (%’ x %)”” primitiv ist, und daß wegen (38) und Satz 7 
(3 X 3) = I|$ r%’| ist; dann gilt der 


22) Bezüglich des Begriffes des Distanzideals vgl. B. I, B. 11. 

22) Ein Distanzideal besitzt nämlich keine nichttrivialen, d.h. von einer Ordnung verschiedenen, gleich- 
seitigen Teiler. Umgekehrt ist ein ganzes Ideal ohne nichttriviale gleichseitige Teiler Distanzideal. Man kann diese 
Tatsache auch so formulieren: Ein ganzes Ideal ist dann und nur dann Distanzideal, wenn es primitiv ist und seine 
Norm (und damit es selbst) zur Diskriminante der Algebra teilerfremd ist. Daraus folgt, daß ein von einer Ordnung 
verschiedener Teiler eines Distanzideals selbst ein solches ist. 
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Satz 15. Sind %, 3%’ Maximalordnungen und ist 
er IIrSl= prpg pr 
die Zerlegung der Determinante des Durchschnits in Primzahlpotenzen, so ist y-% in 
(a, +1)» »(a„ +1) Maximalordnungen enthalten. 
4. Wir kommen jetzt zu dem Beweis von Satz 13. Zunächst zeigen wir, daß der 
Durchschnitt zweier Maximalordnungen %,% eine primitive Ordnung ist. 

Wäre nämlich % r $ nicht primitiv, so gäbe es nach Satz 8 einen ganzzahligen 
Modul n und eine ganze rationale Zahl > 1s0, daß $ A % = [1, fn]ist. nist nach Satz 1 
in einer Maximalordnung {%* enthalten; eine lineare Substitution, die eine Basis von %* in 
eine von [1, fn] transformiert, ist also durch f? teilbar, daher ist die Determinante 
Sr Flen(J\$rF)) durch f teilbar. 

Nach (38) und (39) hat nun jede Zahl 9 aus JZ\($r%) die Gestalt 9=g + fr, 
wobei g ganz und rational und » in n enthalten ist. Normbildung ergibt 


n(p) = 8’ + Tgs(v) + Pro). 

Nun ist n(p) durch n(J\($ » %)) und daher durch f teilbar, daher muß g durch f 
teilbar sein und desgleichen auch 9. Da dies für alle Zahlen p aus J\($% r %) gelten 
muß, kann $\($ >» $) nicht primitiv sein. Das ist aber ein Widerspruch. 

Ist p eine in |% „ %| aufgehende Primzahl, so ist (% » %/p) = 1. Wäre nämlich 
(3 r N /p) #1, so gäbe es nach 1 eine % „ $ enthaltende Ordnung o mit einer Deter- 
minante, die durch p weniger oft als |$ „ %| teilbar ist, und die in ebenso vielen 
Maximalordnungen wie $ „ % enthalten ist. Das widerspricht dem Satz 15, wenn 0 
Durchschnitt zweier Maximalordnungen ist. Daß dies für o zutrifft, sieht man 
folgendermaßen ein: 

Es ist 

VAN), 

$\o ist also ein Linksteiler von J\(3 r %). Jeder Teiler eines Distanzideals ist aber 


selber ein Distanzideal ??), also gibt es eine Maximalordnung {* so, daß F\o = (J*x Yyı 
ist. Nach Satz 7 ist nun o=[1, %\o] und nach (39) 0 = r $*. 

Damit ist der zweite Teil des Satzes 13 bewiesen. 

5. Der erste Teil des Satzes 13 kann ohne Satz 8 und ohne analytische Hilfs- 
mittel bewiesen werden. Eine primitive Ordnung o, für die stets (o/p) = 1 gilt, wenn 
p eine |o| teilende Primzahl ist, wird nach 1 Durchschnitt von Maximalordnungen. Der 
erste Teil des Satzes 13 kann nun auch so formuliert werden: 

Enthalten beliebig viele Maximalordnungen %, Say + - -» s„ die Maximalordnung DO 


eines quadratischen Zahlkörpers, so gibt es zwei Maximalordnungen ,.1, In.,2 derart, daß 
Rp red darı ars 
ıst. 

D ist dann natürlich auch in ,,, und ‘$,,, enthalten, und daher genügt es, die 
Behauptung für den Fall n = 3 zu beweisen. Der Beweis führt über die Konstruktion 
einer Maximalordnung {%, zu einer direkten Angabe von Ordnungen ‘4, 5, für welche 
Yır 9er Is = Ir gilt. Die leitende Idee ist, die Ideale des Quaternionensystems 
auf Ideale in O abzubilden, hier eine gewisse Konstruktion auszuführen und diese schließ- 


lich rückwärts sich auf Quaternionenideale auswirken zu lassen. 
Zur Abkürzung bezeichnen wir für alle vorkommenden Indizes die Distanzideale 


(I x 2 mit d,,, ferner setzen wir 


(40) Da =D nr da. 
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Es gilt nun der Satz °*°), daß stets 

(41) IX TUR 
ist, wenn D in ‘5, und ‘,, enthalten ist. Zur Bequemlichkeit des Lesers lasse ich einen 
Beweis folgen. Unter den gemachten Voraussetzungen sind die D;, ganze Ideale in D. 
Ferner ist [1, ®,] = [1,d, » ©] = [1,d,] DO, und nach (39) [1, 9, ]= I, ru, rd =; 
letztere Gleichung hat zur Folge, daß n(D;.) die kleinste ganze rationale ın D;x liegende 
Zahl ist. Diese ist aber nach (40) auch die kleinste ganze rationale in d;; liegende Zahl, 
und da d;, ein ganzes primitives Ideal ist, ist diese nach $ 2, 6 auch gleich n(d..); d.h. 
es ist 


(42) n(Da) = nd). 
Die Beziehung 3, x D,<>,, folgt nun direkt aus O<‘\, und es ist 
r(D,)zn(%;%x 2); 
nach (42) ergibt sich also 
n(%,x D,)sn0Q,); 
woraus zusammen mit %,XD,<D, die erste Gleichung (41) folgt; die zweite ergibt 


sich analog. 
Eine weitere wichtige Beziehung erhält man aus der Gleichung 


die = dpi. 
Wendet man auf sie (41) an, so erhält man 
X D,= D,x = % Du 
Bildet man beiderseits den Durchschnitt mit OD, so erhält man links D,, rechts ein 
D; umfassendes Ideal: 


Dir > Dir. 
Es ist aber n(d,;.) = n(d5:), nach (42) also n(D,) = n(Dy), somit 
(43) Dir = Dur. 


Die soeben in einem Spezialfalle bewiesene Tatsache, daß Da = W ist, sobald 
AD, nr und, x A=Dd, güt, ist allgemein richtig. Denn es ist offensichtlich 


Die>W. Andererseits ist AA . =D und nach $2 = “ri also 
1 
De die — X A HXAU XXX yeI — DurDd; u 
ik Mik m =( ) ) ( )) ) ie u" \ ik Mik n.(d;x) 


woraus sich n(N) = n(d,.) ergibt, und dies hat zusammen mit (42) und Dar >NW die 
Gleichung 


Dar = A 
zur Folge. 


6. Nach diesen Vorbereitungen kann nun der Beweis des ersten Teiles von Satz 13 
bzw. der ihm äquivalenten, in 5 ausgesprochenen Aussage in Angriff genommen 
werden. En erste Schritt besteht in einer Abbildung von Distanzidealen auf Ideale 


2) vı. Kofinek, Kvadraticka tölesa v kvaternionovych okruzich. Vöstnik, Kräl. Ces., Spol. Nauk, Tf. II, 
1930, S.1. Ähnliche Betrachtungen findet man auch bei Hasse, Über gewisse Ideale in einer einfachen Algebra, 


Actualitös Scientifiques et Industrielles 109 (1934); Exposös mathömatiques publiss ä la mömoire de Jaques 
Herbrand, 1. 
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in ©. Das Ideal d,, + da teilt die Distanzideale d,, und d,, von rechts, und ist daher 
selbst ein Distanzideal ?*) zwischen einer neuen Maximalordnung %, und X: 
(44) Dig + dag = dee . 
(Der Fall %, = X, ist keineswegs ausgeschlossen; er führt, was nur nebenbei bemerkt 
sei, auf die Gleichung %, nr Ss 33 = Sı * 9.) Nach (41) ist 
Drde= Dr (DeX It PDaX I) = Dr (Die + Da) X %)- 
Die Linksordnung %, des Ideals d, +d3, = (Di + Da) X %, enthält ©, denn 


(Dis + Das) X I gestattet linksseitige Multiplikation mit ©. Nun ist nach dem am 
Schluß von 5 erwähnten Hilfssatze 


| (45) De = dd = Di + Dar. 
De, teilt die Ideale ®,, und DD, d.h. es gibt ganze Ideale Dis, Ds, derart, daß 
(46) D.= Dis n Der, Da ua Dis u Der 


ist. Multipliziert man diese Gleichungen links mit %, bzw. %, und rechts mit %s, so 
erhält man 


1 X Dia X Sa = die = (Iı X Die) X Dep; 
3 X Dig X a = dan = (3 X Die) X Des , 


und beachtet man, daß d,, wegen (44) von rechts in d,, und d,, aufgeht, so wird jetzt 
Diadag = du = I X Ds X I, 
daa dan — Das = Ja X Dis X Is. 
Aus ‘diesen Gleichungen erhält man 
Dis < Diss Ds < Dis - 
Andererseits ist aber nach (46) 


, _ MD) \ _ (De) 
n(Dje) = (Das) n(Dy) = n(Dye) 
und nach (42) 
Ä . 
nd) =, MD) =) 


also 
n(Dis) = (Die); n(Das) = n(Dy) , 

woraus sich Dis = Die; Das = Dzs ergibt, also 

(47) Die = Dis Doa, Dig = Die Dee - 

Diese Gleichungen sind ein Bild der Eigenschaften der Distanzideale in Idealen 
von DO; wir brauchen noch eine dritte: 

(48) 2; = Dis Dei . 

Beweis. Es ist 

Die + Das = Dioden + Dagdez = (die + dae)der , 
und nach (44) 
die + dag = Nie - 


Daraus erhält man 
(49) d,6dg5 + D 36 Dga = di des + Sa n(dz) = dg. 


d,6 des ist ein ganzes Ideal der Linksordnung %, und der Rechtsordnung %;, es gibt 
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daher ein ganzes Ideal a der Links- und Rechtsordnung \%; so, daß 
dj 095 = dis 

ist. a hat entweder die Gestalt a= %,a, wobei a ganz und rational ist, oder n(a) hat mit 
der Diskriminante der Algebra einen gemeinsamen Primteiler. Dieser müßte nach dem 
Normenmultiplikationssatze in n(d,,) oder n(dg;) aufgehen, was aber der Eigenschaft 
eines Distanzideals widerspricht *®). Letzterer Fall kommt also nicht in Frage. Ein 
von + 1 verschiedener gemeinsamer Teiler von a und n(d3,) geht nach (49) in d;, auf; 
das widerspricht ebenfalls der Eigenschaft eines Distanzideals ?). Ist aber a+ +1 
und zu n(ds,) teilerfremd, so teilt a das Distanzideal 


auch das ist ein Widerspruch. Somit ist a= +1 und 
die des — dj5. 
Nach (41) ergibt diese Gleichung 
1X Dis X 6X Des = 91 X Dis * Des = Vı1 X Das; 

woraus (48) nach dem am Schluß von 5 erwähnten Hilfssatze und (43) folgt. 

Der zweite Schritt des Beweises besteht in der Zerlegung der Ideale D«; (i = 1,2,3) 
in Produkte 

(50) Dei = Uri Bei 
ganzer Ideale derart, daß A; Ag Ups Baı Bes Be; ein primitives Ideal wird. Die Ideale 
De; sind selbst primitiv, da sonst wegen (41) auch die Distanzideale ds; nicht primitiv 
sein würden. Sie haben zu je zweien keinen ambigen Primteiler gemeinsam; denn wäre 
P ein solcher, so müßte wegen (47) und (48) BP? in Ds, Da, oder D,, aufgehen, und dann 
wäre eins der Distanzideale d,,, da5, ds nicht primitiv. Das wäre ein Widerspruch. 

Wir zerlegen die Ds in Primzahlpotenzen: 


(51) Du = PR PER Pin. 

Nun setzen wir W, = Den, Bei = DO. In U, nehmen wir die Faktoren P5” auf, für 
welche (P,,, Du) — D ist, in ®,, dagegen die B5?”, für welche (P,,, 2.) = B,, ist. Da 
Du, und D,, keinen gemeinsamen ambigen Primteiler besitzen, ist jetzt A; Ass Bes Bas 
primitiv. Entsprechend kann mit D;; verfahren werden. 

Ist jetzt $%, die Rechtsordnung von % X Agı Wa Ag; und F, die von Jg X Bar Bar Bas, 
so behaupte ich 

Sr da rs mar ds: 

Im dritten Schritt des Beweises zeigen wir, daß Jg%X Ugı App Agz, IsX Baı Bar Bas 
und 35 X Ag Ag Ags Ba Boa Bes Distanzideale sind. Zg%x Ag Ag Ygs und Fe X Bar Ber Bes 
gestatten rechtsseitige Multiplikation mit ©, also ıst O< N, und O<N,. Die Ideale 
EX Up Ups Ass, IX Bar Bea Bas und IX Ag Wen Ugs Baı Bao Bas sind ganz; ferner sind 
sie primitiv, da Ag Ag Ass, Baı Bas Ba; und Ay Wgs Ass Baı Bas Bes primitiv sind. Ihre 
Normen teilen die Normen von A, NgoUgs, Bar Bar Bas und A UgsAgs Baı Bea Bas, sie 
haben daher mit der Diskriminante der Algebra keinen Primteiler gemeinsam; ein 
solcher würde nämlich wegen (50) und (42) in n(d;,), "(dg5) oder n(d,,) aufgehen, was 
aber der Eigenschaft eines Distanzideals widerspricht *?). Somit sind diese Ideale 
selbst Distanzideale ??), insbesondere also 


nv 2 N = 
56 X Agı Aoa Ass = daı; 6 X Baı Bar Be; = des: 
Journal für Matbematik. Bd. 174. Heft 3. 21 
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Aus dem am Schluß von 5 erwähnten Hilfssatze erhält man jetzt 
Ugı Agz Ass = Da; Dar Dan Das = Des. 
Nach (43) wird ferner 
Bar Bar Bes = Dis 
und nach (41), wenn man beachtet, daß auch 5%, X Ag Ups Ass Baı Bas Bes ein Distanz- 
ideal ist, 

(52) Is X Ugı UgoYgs Baı Bor Bas — das(Is X Agı Asa AUgz) = Das das = dss- 

Der vierte Schritt liefert nun schnell das Schlußergebnis. d,, teilt nach (44) 
das Ideal d,, von rechts, nach Satz 14 enthält %, daher den Durchschnitt %, ” Fe- 
Daraus folgt 

Yır dar Ss = (dı 2 86) 2 (der I) 7 (Bar I) 
und nun nach (39) 
(53) Ar der ds [ie X Darl > [br 36 X Deo] [Is X Des] - 
Es mögen jetzt die rationalen Primzahlen, in denen die ®,, aufgehen, mit p,, bezeichnet 
werden; sie sind für ein festes i voneinander verschieden, denn würden etwa ®,, und 
%,, ın derselben rationalen Primzahl aufgehen, so müßte ®,, = PB, sein, D,, wäre also 
nicht primitiv. Ist pfir die größte |, r 3,| teilende Potenz von p,, (nebenbei bemerkt 
ist Air = A;r), SO wird 
ZT DEI +) TER DI + BP) IX Du + Ip) 
. [1, $ x Pi] dd 11, 3 x B;:2] EEE [1, a x Ps) u 
und 
(54) ra iX Br) 13% Pr]. 
Analog wird mit % r %, verfahren. Nach (52) und Satz 14 ist > Nr I 
also wird 
Sr 85 = (da 7 88) 7 (ds 7 88) > 
und wenn (51) auch als Primidealzerlegung von D,, und D,, angesehen wird, gilt ent- 
sprechend (54) die Gleichung 
(55) % er 8 -_ 11, Ss x Pi] EEE [1, 5, x Pzr-] . 
Nun sind wegen (50) und der Konstruktion der Wei, Be; die in (54) und (55) auftretenden 
PB; bis auf die Reihenfolge identisch, und daher ist in der Tat 
Yyırldersmilur d- 
7. Zum Schluß kommen wir auf das Problem zurück, die Anzahl der Maximal- 


ordnungen zu bestimmen, die eine gegebene primitive Ordnung enthalten. Eine ex- 
plizite Formel läßt sich nur in folgendem Spezialfalle angeben: 


Satz 16%). Es sei o eine primitive Ordnung und 
|o = pt: Dot + «pam 


24) Diese Behauptung besagt soviel wie die andere, daß die %,X%; die Durchschnitte ihrer p-adischen Grenz- 
mengen für sämtliche p sind. Vgl. H. Hasse, Über p-adische Schiefkörper und ihre Bedeutung für die Arithmetik 
der hyperkomplexen Zahlsysteme, Math. Annalen 104 (1931), S. 49. 

25) Die Übereinstimmung des Satzes 16 mit dem Fueterschen Ergebnis 5) ist nicht auf den ersten Blick zu 
erkennen. Es sei o= [1,0 2,0%] eine Ordnung, die den Bedingungen des ersten Fueterschen Hauptsatzes 
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die Zerlegung der Determinante in Primzahlpotenzen. Für 1 £r<n, sei (o/p) = und 
für n <r<sn (o/p)= —1. Dann ist o in (a +1)(a,+1)--- (a, + 1) Maximal- 
ordnungen enthalten. 

Beweis. Ist n,=n, so ist nach Satz 13 o Durchschnitt von zwei Maximal- 
ordnungen; jetzt kommt Satz 15 zur Anwendung und liefert die behauptete Anzahl- 
formel. 

Satz 16 sei für n—n, =n, schon bewiesen, und nun sin—n,=n,+1>1. 
Nach 1 ist die Erweiterungsordnung o, von 0 zu p, in ebenso vielen Maximalordnungen 


wie o enthalten. Nach Satz 12 ist 

1o,| = pi: »p5 ET 
die Zerlegung von |o,| in Primzahlpotenzen; die Richtigkeit des Satzes 16 folgt nun 
aus der Induktionsvoraussetzung. 


genügt. Die Zahl f dort ist gleich der Determinante |o| in unserer Bezeichnung. Die Bedingung, daß = = = bzw. 
v 


= .- ei für jede natürliche Zahl » nicht zugleich ganz und mit Q konkordant sein soll, hat die Primitivität von o 


zur Folge. 

Es muß nun, um Satz 16 anwenden zu können, (o/p) # 0 angenommen werden. Die Anzahl der o enthaltenden 
Maximalordnungen wird hier, wie bei Fueter, durch ein Produkt gegeben, dessen Faktoren die einzelnen Primzahl- 
potenzteiler von |o| = f sind; es genügt daher, diese zu vergleichen. 

Ist p eine f teilende Primzahl, und ist (A(w)/p) = — 1, so zerfällt p in k(») nicht, liefert also den Beitrag 1. 
Andererseits ist nach Satz 10 jetzt (0/p) = — 1, und auch nach Satz 16 liefert p den Beitrag 1. 

Ist (A(w)/p) = 1, so zerfällt p in k(w); geht p a-mal in f auf, so liefert p® nach Fueter den Beitrag a + 1. 
Denselben liefert p” nach Satz 16, da nach Satz 10 (o/p) = 1 ist. 

Ist schließlich (A(w)/p) = 0, so lehrt eine eingehendere Diskussion, daß unter den gemachten Voraussetzungen 
nur (0/p) = 1 sein kann, und daß p nur einmal in f aufgeht. Jetzt liefert p sowohl nach dem I. Fueterschen Haupt- 
satz wie nach Satz 16 den Beitrag 2. 


Eingegangen 8. Juni 1935. 


»1* 
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Über Klassenzahlrelationen quadratischer Formen 
in quadratischen Körpern. 


Von $. Lubelski in Warschau. 


Herglotz !) hat eine Formel aufgestellt, mittels welcher man die Klassenzahl H 
eines algebraischen Körpers Ä berechnen kann, der durch Zusammensetzung von m 
quadratischen Körpern Ä,(g=1,2,..., m) entsteht. Aus dieser Formel ergibt sich 
unmittelbar, daß die Klassenzahl des Körpers X durch das Produkt der Klassenzahlen 
h,hg*-+h„ teilbar ist, wo Ah, die Klassenzahl des Körpers X, bedeutet. Wenn m =2 
ist, kann Ä als relativ-quadratischer Körper angesehen werden. Dann kann man leicht 
den Zusammenhang zwischen den Idealklassen des biquadratischen Körpers resp. des 
relativ-quadratischen Körpers mit binären quadratischen Formen, deren Koeffizienten 
Idealzahlen des Grundkörpers k sind, darstellen, wobei die Determinanten der Formen 
der relativen Diskriminante von Ä gleich sind. 

Wollen wir aber nur mit binären quadratischen Formen operieren, deren Koeffi- 
zienten ganze algebraische Zahlen sind, dann ist die Sachlage anders. Das Ziel ‚dieser 
Arbeit ist nämlich der Beweis für den folgenden 


Satz. Es sei K(Y—g), g+2 Primzahl, ein imaginär-quadratischer Körper mit un- 
gerader Klassenzahl, D >2 eine natürliche Zahl, die für q = 1 größer als 12 ıst und für welche 


D = T eine ganze durch keine Quadratzahl des Körpers K(V —g) teulbare Zahl ıst; ferner 


sei h die Klassenzahl der binären quadratischen Formen der Determinante D, h' die Klassen- 
zahl der binären quadratischen Formen der Determinante —qD im Körper der rationalen 


Zahlen. Dann gilt: 
Die Klassenzahl H der binären quadratischen Formen der Determinante D, deren 
Koeffizienten ganze Zahlen des Körpers K(/—gq) sind, ist H = = für gz23. Istq=1, 


so ıst H = hh’ oder 2hh', je nachdem x° — D’y? = —1 ın ganzen rationalen Zahlen lösbar 
ıst oder nicht. 

Die folgenden Werke werden in dieser Arbeit oft benutzt: 
1. E. Cahen, Theorie des Nombres II, Paris 1924. Zitiert mit Cahen, 
2. D. Hilbert, Über die Theorie des relativ quadratischen Zahlkörpers, Werke I, S. 370 
bis 482. Zitiert mit Hilbert. 


Erster Teil. 
Vorbemerkung. Die ganzen Idealzahlen im Sinne von Kronecker-Weber, sogenannte 
ganze Funktionale ?), oder die ganzen endlichen Idealzahlen im Sinne von H. Prüfer?) 
1) G. Herglotz, Über einen Dirichletschen Satz, Math. Zeitschr. 12 (1922), S. 255—261. 


2) H. Weber, Lehrbuch der Algebra 2 (Braunschweig 1896), S. 489—557. 
®) H. Prüfer, Neue Begründung der algebraischen Zahlentheorie, Math. Annalen 94 (1925), S. 198—243. 
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bilden einen Integritätsbereich, in welchem jede ganze Idealzahl eindeutig (sofern as- 
soziierte Idealzahlen als nicht verschieden angesehen werden) als Produkt von endlich 
vielen Primidealzahlen darstellbar ist. 

Bezeichnung 1. Mit k werden wir stets den zugrunde gelegten endlichen alge- 
braischen Zahlkörper, mit G den Integritätsbereich bezeichnen, welcher die ganzen 
algebraischen Zahlen des Grundkörpers k enthält. Mit bezeichnen wir den Integritäts- 
bereich, der die ganzen Idealzahlen des Körpers k enthält. 

Bezeichnung 2. Mit D wollen wir die Determinante der Form ax? + bzy + cy? 
bezeichnen, deren Koeffizienten zu G gehören. 

Definition 1. Zwei binäre quadratische Formen az? + bxy + cy?, a,2? + b,2y+ c,y? 
mit Koeffizienten aus dem Integritätsbereich G bezeichnen wir als eigentlich 
äquivalent, wenn mittels einer Transformation w n 1ö — By = 1, wo a, ß,y, 6 eben- 
falls zu G gehören, die eine Form in die andere übergeht. Ist xö — ßy = — 1, so nennen 
wir die Formen uneigentlich äquivalent. 

Wie ım rationalen Körper gehen wir von der grundlegenden Lagrangeschen Iden- 
tıtät aus: 

(az? + bay + a’cy?) (a’x’? + bx’y’ + acy'?) = aa X? +bXY -+cY?, 
X=xxX —cyy, Y=aaxy +axy' + byy'. 

Definition 2. Zwei Formen nennen wir komponierbar, wenn die eine von der Ge- 
stalt ax® + bxy + a’cy® und die andere von der Gestalt a’z? + bry + acy? ist. 

Wie ım rationalen Integritätsbereich können wir auch für G den folgenden Satz 
beweisen: 

Hüfssatz 1. Das Produkt zweier komponierbarer Formen, von denen eine die Zahl m, 
die andere die Zahl m’ eigentlich darstellt, stellt die Zahl mm! eigentlich dar (vgl. Cahen S. 471). 

Hifssatz 2. Jede binäre quadratische Form f(x, y) = ax? + bxy + cy® mit Koeffi- 
zienten aus G stellt Idealzahlen dar, welche relativ prim sind zu einer beliebigen Idealzahl m; 
dabei kann man x, y als ganze algebraische Zahlen annehmen. 

Beweis. Es sei zunächst m eine Primidealzahl. Ist a resp. c durch m nicht teilbar, 
so kann man entweder 2=41,y=0 oder 2=(0, y=1 setzen. Sind a und c durch m 
teilbar, so muß, da f(x, y) primitiv ist, (b, m) = 1 sein, und demnach ist f(1, 1) die ent- 
sprechende Zahl. Es seien jetzt m}, Ms», . . ., m. die verschiedenen Primidealteiler von m. 
Bezeichnen wir mit x,, y, die Zahlen, für welche (f(x,, y,), m,) = 1 ist, so findet man im 
Integritätsbereich G Zahlen x, y, für welche gleichzeitig 

xz=x,(modm,), y= y, (mod m,) (n=1,2,....8) 
ist. Es gilt nämlich z.B. für u = 2, daß eine Zahl w, existiert, für die m,|w, und 
(m,, w,) =1 ist. Desgleichen existiert eine Zahl w,, für die (1, %)=1 und m;|w, 
ist. Die unbestimmte Gleichung x, — x, = w,t — wst ist in Zahlen des Integritäts- 
bereiches G lösbar. Durch Induktion können wir den Satz für beliebiges u beweisen. 
Somit erhalten wir auch den folgenden Satz: 

Huüfssatz 3. Zu zwei beliebigen binären quadratischen Formen gibt es immer zweı andere, 
die diesen Formen äquivalent und die miteinander komponierbar sind (vgl. Cahen S. 473). 

Teilen wir alle binären quadratischen Formen einer Determinante D ın Klassen 
ein durch die Festsetzung, daß zwei Formen zur selben Klasse gehören, wenn sie nur 
eigentlich äquivalent sind, so bilden diese Klassen, dem Hilfssatze 3 gemäß, eine abelsche 
Gruppe. Es ist evident, daß auch hier ar? + baxy-+ cy® und ar: — bry + cy?® als 


D—A 
Inverse Formen und x? — Dy? resp. 2? + xy — — ,— y® als Hauptformen erscheinen. 
4 
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Endlich kann man, wie im rationalen Integritätsbereich, den folgenden Satz 
beweisen: 
Hifssatz 4. Es seı m = ptıp%# ... Pi", WO Pu Pa +, P„ Primidealteiler sind und 


n ? 


p,(g=1,2,...,n) durch die Formen C, und C7 darstellbar ist. Dann ist m eigentlich 


durch das Produkt der Formen Ci" C3"-..C#“" und nur durch dieses Produkt darstellbar. 
Beweis. Die Kongruenz 
2? +08 —d=0 (mod pr), e=0,d=D; e=1,d- 7! 
hat höchstens zwei Lösungen. Ist eine Lösung /, so ist die zweite — o — |. Die Ideal- 


zahl p,? ist also durch die Formen 


piex" +A+o)ay+l 





”g 
g 


eigentlich darstellbar. Dabei sind dies die einzigen Formen, durch welche p,? eigent- 

lich darstellbar sein kann. Man hat nämlich symbolisch für entsprechende 5 und c, daß 
(pr? + bay + ey?) = (pa? + bay + pricy?) 

(vgl. z. B. Cahen S. 478), und ferner gilt symbolisch die Produktrelation 


(ax? + bay + cy?) = (m + bay + en „)(r2= + bzy + 2 r) vs 
1 2 
Hilfssatz 5. Ist d die Relativdiskriminante des relativ-quadratischen Körpers K(VD) 
mit k(V — q) als Grundkörper, in welchem . = D' quadratfrei ist, so ıst für ganzratio- 


nales D’ 
1.d=D' fürg=1 stets und für g=3 (mod 4), wenn D’=1 (mod 4), 
2.d=D für g=3 (mod 4), wenn D'’= —1, 2 (mod 4) ist. 
Beweis. Der Definition der Bihtieäiinineinnnne gemäß haben wir: 


= = A - A - ...), 
wo 2; die relative Konjugierte der ganzen algebraischen Zahl 2; ist. Folglich ist djD. 


Da D’ im Körper k(/— g) quadratfrei ist, so kann die Zahl nn mit ganzen m und 


g (das Lösung der Gleichung g?x? = m?D ist), dann und nur dann eine ganze algebraische 


Zahl sein, wenn g= me, 2me, e Einheit. Nun ist die Zahl \ u ‚der Gleichung 


4x? — Ax= D’ — 1 gemäß, dann und nur dann ganz, wenn D’ = 1 (mod 4) ist. Also ist 
für D’ #1 (mod 4) jede Zahl &« + 8YD’ im Körper K (YD) dann und nur dann ganz, 


wenn &, ß ganze Zahlen des Körpers k(/— g) sind (denn 2x,28 sind ganz und es ist 
4x2= Dß% (mod 4)). Demnach ist d = D’ für D’=1 (mod 4) und d = Dfür D’=#1 (mod4). 
Definition 3. Die Menge aller binären quadratischen Formen eax? + bxy + e'cy?, 
wo & eine beliebige Einheit des Körpers k ist und ax? + bxy + cy? zu einer bestimmten 
Klasse C gehört, werden wir als Hyperklasse bezeichnen. 
Nun können wir den Idealklassen eines relativ-quadratischen Körpers X (VD), 


wo z im Grundkörper k quadratfrei ist, die binären quadratischen Formen mit Koeffi- 


zienten aus k zuordnen. Ist nämlich ® ein Primideal des relativ-quadratischen Körpers 


+42) 


K(YD), das kein Primideal des Körpers k ist, so kann ® in der Form (p° 














a ee ze < 
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dargestellt werden, wo & ein Ideal, p ein Primideal des Körpers k ıst (vgl. Hilbert S. 377; 
dort ist dies nur für (PB, 2D) = 1 durchgeführt, man kann dies aber ganz analog auch 
für ®Bj2D beweisen). Diesem Ideale kann eine Hyperklasse von binären quadra- 
tischen Formen zugeordnet werden. Ist nämlich D die Relativdiskriminante des 


u ) 2 
Körpers X (Y.D), so ordnen wir dem Ideale (» ”_ 2 die Formen px? + azy + > 


= 2 
up” 
zu. Da jedes Ideal Produkt von endlich vielen Primidealen ist, so kann man jedem 


+ > 


hat) eine Form zuordnen, 


x + YD 
5 ) ont- 


Ideale (das einen Primidealteiler vom Typus (° 


nämlich das symbolische Produkt der Formen, welche den Idealen DE 


sprechen. 
Um zu beweisen, daß diese Zuordnung eindeutig ist, betrachten wir die. Ideale 
—b,+VD —b,+YD 
a el 
wo a, = N(a,), a, = N(a,) die Relativnormen von a, und a, sind. Also sind a, und b, 
Idealzahlen des Grundkörpers k, und es ist N(a,a,) = a,a,, ferner 


—b,+YD -b+YVD bb, +D—-(b, +b,) VD 
10 = [a0 a, + ‚Ag rt — 2 ra. 








Wollen wir die zweigliedrige Basis von a, a, berechnen, so verfahren wir etwas allgemeiner, 
als es z. B. Cahen S. 702—712 tut. Wir setzen nämlich 


b, + ), 


= (0, +, 


b6=mrt+ay+ 2, 


wo x, y,2 gewisse Idealzahlen von k sind. Offenbar ist auch 
50182 + D 


und demnach kann man setzen 





a,dy . 


wo b eine gewisse Idealzahl ist. Somit ergibt sich, da N(a,a,) = 6? 5 ist, 








wo 
a,d 
a= > öY= A, Xı Ya + Ag Ka Yı +- e 43 = yıYa; 
aöX — 4,0,2,%, + a,(b, - b) x, tat er b) TaYyı + VEN EITERN YıYa. 


Mithin ist symbolisch 

(a2 + 5,21% + c1ıYi) (aaX5 + baraYy + ay3) = aA? +bXY + cY?, 
wo D=b} — 4a,c, =b3 — Aa,c, = b? — Aac ist. Demnach entspricht dem Produkte zweier 
Ideale das Produkt der zugeordneten Formen. Jetzt können wir, wie bei J. Sommer ?) 


—.. 





*) J. Sommer, Vorlesungen über Zahlentheorie, Leipzig und Berlin 1907, S. 218/19. 
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beweisen, daß wenn zwei Ideale zur selben Klasse gehören, die entsprechenden Formen 
äquivalent sind. Wollen wir also die Klassenzahl der binären quadratischen Formen 
ax? + bzy + cy? bestimmen, wo b? — 4ac= D die Relativdiskriminante eines relativ- 
quadratischen Körpers ist und a,b, c Idealzahlen des Grundkörpers k sind, so genügt 
es, die Anzahl der Idealklassen zu berechnen. Wir können hier also die Herglotzsche 
Formel !) anwenden. Nehmen wir aber nur ganze algebraische Zahlen a, b, c, so können 
wir nicht die Herglotzsche Formel anwenden. Es gilt nämlich der folgende 


Satz 1. Die Klassenzahl H der binären quadratischen Formen mit der Determinante 
4D, wo D= —1 (mod4) eine quadratfreie natürliche Zahl ist, deren Koeffizienten ganze 


Zahlen aus dem Körper K(/—g) mit primzahligem q= — 1 (mod 4) sind, ist kein Viel- 
faches der Klassenzahl h des Körpers K(V— g), wenn nur h relativ prim zur Klassenzahl 
von K(YD) und von K(Y— Dg) ist und (D,g) —1. 


Beweis. Es sei h, die Klassenzahl von X(YD), D= — 1 (mod 4), h die von K(Y—q), 
und A, die von K(Y— Dg), ferner g ein Primteiler von h. Wir wollen beweisen, daß 
H nicht durch g teilbar ist. Es sei nämlich C’, wo C eine Idealklasse des relativ- 


quadratischen Körpers K(YD,yY— g) bezeichnet, die Einheitsklasse. Nach einem 
Furtwänglerschen Satz°) befinden sich in der Idealklasse C unendlich viele Prim- 


ideale. Es sei z.B. p ein solches Primideal, das zur Diskriminante von K(YD, Y— g) 
relativ prim ist. Ist p kein Hauptideal des Körpers K(Y— g), so führen wir in 
p die Transformation (YD: — YD) durch. Ist p’ das neuentstandene Ideal, so 


ergibt sich, daß ®= pp’ ein zum Körper K(Y— g) gehöriges Primideal ist. Ist 
F= ax: +bxy-+ cy?® die Form, die der Klasse C entspricht, so ergibt sich, daß 


in K(VY—g) eine Primidealzahl ? (relative Norm von p), für die B|?, durch F dar- 
stellbar ist. Aus der symbolischen Gleichung F’ = x? — Dy? folgt, für gewisse u, v, 
daß eP’ = u® — Do, (u,v) = 1, und damit auch &P’ = u? — DV? ist, wo e ideale Ein- 
heit und & die Konjugierte von x in K(Y— g) bezeichnet. Somit erhalten wir 

(1) p’ = (PP)’ = (uu X Dvd)? — D(uv F vu)%, 


wo p= PP eine rationale Primzahl ist, wenn nur (?, P) = 1, für die p’ durch die Form 
x°® — Dy? und auch durch die Form x? + Dgy? mit ganzen rationalen x, y darstellbar 


ist (die Zahl vr. == ist nämlich ganz und rational). Nun ist offenbar (uv + evu, p) #1, 
q 
e= + 1; sonst würde sich aus — = ne (mod p) ergeben, daß P|P. 


Aus (g,h,h,) =1 folgt, daß p durch die Form x? — Dy? und auch durch die Form 
x? + Dqy? mit rationalen x, y darstellbar ist. Die Zahl p ist also im Körper K(Y — q) durch 
die Form x? — Dy? zweimal darstellbar; vgl. Hilfssatz 2 des zweiten Teiles und ®) S. 323. 
Demnach ist P?, wie auch P2 durch die Form x? — Dy? im Körper K(Y — g) eigentlich 
darstellbar 6). Wegen der eigentlichen Darstellbarkeit von P’? durch die Form x? — Dy? 
in K(Y— q), muß ebenso P durch diese Form in K(Y— g) eigentlich darstellbar sein. 


5) Ph. Furtwängler, Allgemeiner Existenzbeweis für den Klassenkörper eines beliebigen algebraischen 
Zahlkörpers, Math. Ann. 63 (1907), S. 37. 

°) S. Lubelski, Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-Legendreschen Satzes, Math. Zeitschr. 33 (1931), 
S.337, Satz 4. 
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Da P eine Primidealzahl ist, so kann sie durch keine anderen Formen der Determinante D 
darstellbar sein. Die Klasse C muß also Hauptklasse sein *), und somit ist (g, 7) = 1. 

Wir heben jetzt diejenige Gruppe von Idealklassen hervor, die den binären qua- 
dratischen Formen mit ganzen Koeffizienten aus Ä(/—g) entspricht. 

Definition 4. Eine binäre quadratische Form der Determinante D mit Koeffi- 
zienten, die ganze Zahlen aus X(/ — g) sind, werden wir eine reale (binäre quadratische) 
Form nennen. 

Definition 5. Eine Idealklasse des relativ-quadratischen Körpers K(yD), der eine 
reale binäre quadratische Form entspricht, werden wir reale Idealklasse nennen. Ent- 
hält eine solche Idealklasse mindestens ein Ideal, das durch kein zu K(/ — g) gehöriges 
Ideal teilbar ist, so werden wir sie primitive Idealklasse nennen. 

Wir haben oben eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Idealklassen des 
relativ-quadratischen Körpers $(/D) und den Klassen der binären quadratischen Formen 
festgesetzt. Es entsteht also die Frage: Wann entspricht einer Idealklasse eine reale 
Form ? Einen Beitrag zur Beantwortung dieser Frage bietet der folgende Satz: 

Satz 2. Einer primitiven realen Idealklasse entspricht eine primitive reale binäre qua- 
dratische Form und umgekehrt entspricht einer solchen Form eine reale primitive Idealklasse. 

Beweis. Es sei ax? + bzy-+ cy? eine reale Form, die in bezug auf K(Y — 9) 
primitiv ist, d.h. a habe keinen gemeinsamen Idealteiler mit 5 und c. Nach Hilfs- 
satz 2 existiert eine zu ax? + bxy + cy? äquivalente Form a,2? + b,xy + c,y?, für die 
(a,2D)=1 und a,,b,,c, ganze Zahlen von K(Y—g) sind. Nun folgt aus 


b /D b, - VD 
ala? + hay+ a9) = (me + ar (ar + — ). 


va 
a 
daß das Ideal a u Z— 
nämlich d ein solches Ideal, so würde sich aus ala,, ab, und a? D ergeben, daß (a,2D) #1 
ist, was der Annahme widerspricht. 
Umgekehrt sei jetzt / ein Ideal, dessen relative Norm eine ganze algebraische Zahl 
ist. Nun kann bekanntlich die Basis von j als zweigliedrig angenommen werden, wobei 


ein Glied bis auf die Zugehörigkeit zu j beliebig angenommen werden kann. Es sei dieses 


durch kein zu K(Y— g) gehöriges Ideal teilbar ist. Wäre 





Glied gleich der relativen Norm von j, also eine ganze algebraische Zahl a von Ä(} — 9). 
1+VD 


Man setze als zweites Basisglied u+vo, wo o=|D resp.o= —, 


Da j durch kein zu KÄ(/-— g) gehöriges Ideal teilbar ist, so haben u und v mit j 
keinen Teiler gemeinsam, und mithin ist die Kongruenz v= Bu (mod a) lösbar, woraus 


folgt, daß B+ = 0) (mod j) ist. Damit erhalten wir eine reale primitive binäre qua- 
Dn 


dratische Form ax? + Bay + nu y’, die dem Ideale 7 entspricht. 


4a 

Folgerung. Die realen primitiven Idealklassen bilden eine Gruppe. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß wenn jeder Faktor eines 
Produkts durch kein zu A(Y— g) gehöriges Ideal teilbar ist, auch das Produkt diese 
Eigenschaft hat, wenn nur die Faktoren keine relativ-konjugierten Teiler haben. 
Ferner gilt dies, da die relative Norm jedes Faktors eine ganze Zahl aus A(] — g) ist, 
auch für die Norm des Produktes. Nach Satz 2 ist damit die Folgerung bewiesen. 








*) Ist P|P, ist also P einer rationalen Primzahl P, in K()—g) assoziiert, so folgt aus (1), daß 

P}= 22— Dy® bzw. = 2° + Dgy?, wo x,y natürliche Zahlen bezeichnen. Demnach ist C? = 0? = Einheits- 
klasse = E. 

Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3. er 





166 Lubelski, Klassenzahlrelationen quadratischer Formen in quadratischen Körpern. 


In gewissen Fällen kann man leicht aus den realen Idealklassen sämtliche Ideal- 
klassen eines relativ-quadratischen Körpers &(YD) erhalten. Es gilt nämlich der 
folgende Satz: 

Satz 3. Ist h, resp. h, resp. h die Klassenzahl des quadratischen Körpers K(YD) 


Idealklasse h-te Potenz einer Klasse des relativ-quadratischen Körpers KıyD). 
Beweis. Es bezeichne 


(1) 20: 


die Folge sämtlicher verschiedener h-ter Potenzen der Idealklassen von (VD). ' Jede 
Klasse von (1) stellt eine reale primitive Idealklasse dar. Wir erhalten nämlich aus 


ist. Ferner ist jede solche von der Hauptklasse von K(/ — g) verschiedene Idealklasse 


primitiv. Denn gehört c! nicht zur Hauptklasse von Ä(Y— g), so gehört das in E 


existierende Primideal ® nicht zu K(VY—gq). Wir wollen jetzt beweisen, daß in der 
Folge (1) sämtliche realen primitiven Idealklassen enthalten sind. Denn sind 


(2) K,, K,, ... Kı 
sämtliche primitiven realen Idealklassen von K(YD), so ist die Folge 
(3) 2... 


von (2) nicht verschieden. Den Idealklassen (2) entsprechen nämlich reale binäre primi- 
tive quadratische Formen. Nach dem Hauptsatze dieser Arbeit (s. Teil 2) ist diese 
Klassenzahl gleich }h,h,, wo h, die Klassenzahl von K(YD) und h, die von K(Y — Dg), 
q 23, bezeichnet. Da (h,$h,h,) = 1 ist, so kann dann und nur dann K! = K? sein, 
wenn K, = K,ist. Demnach ist die Folge (3) mit der Folge (2), von der Reihenfolge ab- 
gesehen, identisch. 

Folgerung. Unter denselben Voraussetzungen wie ın Satz 3 und im Hauptsatz dieser 
Arbeit ist &hh,h,|H. 

Beweis. Nach Satz 3 (s. auch seinen Beweis) genügt es zu beweisen, daß die Glei- 
chung x* = 1 in der Idealklassengruppe von $({YD) A Wurzeln hat. Dies ist evident. 
Denn sind die Klassen der Ideale j, und j, in K(Y—g) verschieden, so sind sie es 


auch in &(YD). 


Zweiter Teil. 

In diesem Teile werden wir eine genaue Formel für den Fall angeben, wo die Koeffi- 
zienten ganze algebraische Zahlen sind. Zu betonen ist, daß die Überlegungen dieses 
Teiles vom ersten Teil, bis auf die Hilfssätze 2 und 5, unabhängig sind. 

Hiufssatz 1. Jede Transformation in sich (oder jede automorphe Transformation ) 

(1) z= a0 +ıAy, y=zur+y, w—liu-il 
einer binären quadratischen Form f(x, y) = ax? + bay -+ cy?, (a,b,c) =1A, wobei a,b, c 


u 
2 
(2) t-+ u) 
au 














; 
1 
# 
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dargestellt werden, wot und u ganze Zahlen des Körpers K(®) sind, für die t? — (b? — 4ac)u? = 4 


ıst. 
Beweis. Jede Transformation der Form f(z, y) in sich im Körper Ä(®) ist auch eine 


Transformation der Form 


af(z, y) = alax?® +bxy+ cy?) = (az + di. „) (oz u ,) 
in sich, wo D = b? — 4ac ist. Es bezeichne 
_b+YD „_b-VD 
2 

Da W ") eine automorphe Transformation der Form f(x, y) ist, so muß 

(3) fs,u)=a, fl,v)=c, 2axA +b(x» + Au) + 2cuvr=b, 

(4) aflz, y) = [(ax + Mu) x + (aA + MvJy]l(ax + Ma) x + (aA + Mv)y] 
sein. Da a (2° + 5 + e.) im relativ-quadratischen Körper K(yD) eindeutig in nor- 


mierte lineare Faktoren zerfällt, so ıst nach (3) 
aA+Mv (aA + Mv) (ax + Mu) _ ala + aMvx + aAM u + MMyvu 


ax + Mu (ax + Mu)(ax + Mu) af(x, 1) 
_ 2axi + bi» + Au) + 2cur + VD (xv — Au) u b+YVD 














2f(x, u) 2a ° 
und mithin ist für eine gewisse Zahl e des relativ-quadratischen Körpers K&yD) 
(5) aA+ Mv=eM, ax + Mu= ea. 


Nach Gleichung (4) muß also e eine relative Einheit des relativ-quadratischen Körpers 
K8(VYD) sein. Wir wollen jetzt beweisen, daß man solche ganze Zahlen t,u des 
Körpers X(®) finden kann, für die 


ist. Man erhält nämlich aus (5) 


Ist & die Konjugierte von e im relativ-quadratischen Körper K&(/D), so ist 


_ M a 
Di Zn taz. 
Daraus ergibt sich 


a? a? MM ea’ 

Da (a,b, c) = 1 ist, so muß auch (D, a, c) = 1 sein, und es folgt daraus, daße—e=u VD, 
wo u eine gewisse ganze Zahl des Körpers Ä(®) ist. Somit ist für eine gewisse Zahl t des 
Körpers X(®) 








a M_ „2 2 aa M-M _ „D 


t+uYVD _ t-—uyYD if? — Du? 
Zune 2% ’ “m )) ’ 








t D 
Es ist also auch t ganz. Setzen wir jetzt in den Gleichungen (4) für e den Wert u L 





22° 











168 Lubelski, Klassenzahlrelationen quadratischer Formen in quadratischen Körpern. 


ein, so erhalten wir aus den Gleichungen 
aA+ Mv=eM, al + Mv= EM 


die Werte von x, u, A, v, die durch die Matrix (2) angegeben sind. 
Bemerkung. A. Speiser ?) fand für jede automorphe Transformation die folgende 
Matrix: 


m u ur 
wobei u, m, b gewisse Ideale sind und Sx die Konjugierte von x bezeichnet. 
Bezeichnung 1. In einem quadratischen Körper KÄ(Y—g) werden wir mit 


en, . 
i—- a I stets die Konjugierte der Zahl = nn bezeichnen. 

Hilfssatz 2. Die Pellsche Gleichung &® — Dy? = 4, wo D>1 eine natürliche Zahl 
ıst, hat im Bereiche der ganzen Zahlen eines beliebigen imaginär-quadratischen Körpers 


K(V— q) mit g> 3 nur ganze rationale Lösungen. 

Im Gaußschen Körper sind die Lösungen für D + 1, 3 entweder gar z und rational oder 
rein. imaginär. 

Beweis. Es seien t, u ganze Zahlen eines imaginär-quadratischen Körpers K (V— gq), 
für die ?— Du? = 4 ist. Also ist auch ? — Du®= 4. Multiplizieren wir diese Gleichungen 
miteinander, so ist nach der Eulerschen Identität 

(6) (tt + eDun)? — D(u + eu” =16, e= +1. 

Setzen wir 

t —Du=a, mW—wmw=bV—g, 
so ergibt sich, daß a und 5b ganze rationale Zahlen sind, wobei 5b für g = — 1 mod 4 
gerade ist. Wir haben also a? + Dgb? = 16, wo Dg nach Voraussetzung eine natürliche 
Zahl ist. Somit kann entweder 
@—-b=1, Dg=15 ode @=4 Dgb=12 oder b= 0 

sein. Im ersten Falle kann nicht g = 1 oder g =5 sein, denn aus 2 | 5 folgt Dgb? > 16. 
Es kann also höchstens D=5, qg=3 sein, und somit ergibt sich aus Gleichung (6), 


füre=1, da —D=3 (mod 8), daß tt + Duu gerade sein muß (andernfalls wäre die 
linke Seite der Gleichung (6), für e = 1, kongruent 4 (mod 8)). Demnach muß auch die 


Zahl a= tt — Duu und mithin auch b = — durch 2 teilbar sein, was offenbar 


a, v4 
unmöglich ist. 
Im zweiten Falle kann, da nach Voraussetzung Dqg >3, nur g=3, D=4 sein, 
und iu + tu muß, da D(tu + tu)? Quadratzahl ist, ebenfalls gerade sein (sogar = 0). 


Mithin ist auch ta — iu durch 2 teilbar, was unmöglich ist. 
Es ıst also der Satz noch für den Fall 5 = 0 zu beweisen. Offenbar ergibt sich aus 


?—- De =R®—D®—4, daß 


(t, u) —=0, (t, u) =& 


”) A. Speiser, Die Theorie der binären quadratischen Formen mit Koeffizienten und Unbestimmten in einem 
beliebigen Zahlkörper, Diss. Göttingen 1909, S. 111. 
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ist, wo & ein Idealteiler von 2 ist (man kann «= 1,=1-+ i oder = 2 annehmen). 


Demnach folgt aus tu = tu für ein gewisses & 


u = Eu, t= de. 
Somit ıst 
2? — De = &(? — De)=4, 8-1. 
Es muß also e= +1 sein. Nun sind für e=1 die Zahlen u, t ganz und rational. Für 
e= —1 sind diese Zahlen rein imaginär, und es existieren demnach ganze rationale 


Zahlen u,, i,, für die u = Y— qu,, t= Y—gqt, ist. Nun ergibt sich aus 
i? — Du? = — q(t? — Du?) =4, 
daß dies nur für qg = 1 möglich ist. 
Von jetzt ab machen wir die folgenden Einschränkungen bezüglich des Körpers 


K(VY—.g) und der Determinante D der binären quadratischen Formen: 
Bezeichnung 2. Mit D >4 bezeichnen wir stets eine natürliche Zahl, für welche 


4 — D’ im Körper K(Y—g) ganz und quadratfrei ist. Ist q = 1, so sei noch D’>3. 


Definition A. In einem imaginär-quadratischen Körper K(/—g) mit ungerader 
Klassenzahl sollen alle Formen ax? + bxzy + cy? der Determinante D = b? — 4ac >1, 


' P, u a ac 
wo a, b, c ganze rationale Zahlen sınd, & ım Körper K(Y— g) quadratfrei und D >35 


/ 
n 
ist für q = 1, als Formen des ersten Typus bezeichnet werden. 


Alle Formen derselben Determinante D von der Gestalt a,2? + b,Y— gay + cıy2, 
wo a,, d,, €, ebenfalls ganze rationale Zahlen sind, sollen Formen des zweiten Typus 
heißen. 

Satz 1. Sind zwei Formen des ersten Typus im imaginär-quadratischen Körper 
K(V—.q) eigentlich resp. uneigentlich äquivalent, so sind sie für g > 3 auch im rationalen 
Körper eigentlich resp. uneigentlich äquivalent. Ist g=41, D’>3, so ist eine Form 
ax® + bxy + cy? der Form a,x? + b,xy + c,y? (beide vom ersten Typus) eigentlich resp. 
uneigentlich äquivalent, wenn im rationalen Körper die Form ax® + bxy + cy® der Form 
a,2° + b,xy + cıy® oder der Form — a,2? + b,xy — c,y? eigentlich resp. uneigentlich 
äquivalent ist. 

Beweis. Es sei 


(7) r=os+fPfn yayton Ö—ır—=Hl, 
wo &, ß, y, ö ganze Zahlen des imaginär-quadratischen Körpers K(Y—g) sind, die 
Transformation, mittels welcher die Form f(x, y) = ax® + bxy-+ cy® in die Form 
fı(2, y) = a,2? + b,xy + c,y? übergeht. Es ist also 

(8) a, = !(&,y), cı = f(B,6), bi = 2aaß + b(ad + By) + 2cyd. 
Der Transformation (7) gemäß erhält man 

7) = a, FB,d)= 0, 2arß + bi + YB) + 2cyö = b, 

(da die Zahlen a,, b,, c,; a, b, ce ganz und rational sind und 7 die Konjugierte von x ist). 
& 
y 
mittels der man die Form f(x, y) in die Form f,(x, %) überführen kann. Ihre inverse Trans- 


Dies ergibt, daß | P) ebenfalls eine eigentliche resp. uneigentliche Transformation ist, 


formation ist also durch (\ : u J dargestellt. Somit erhalten wir, daß 
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(° Al ö 2-2 — aß + ) 

vs \-y a) w—57 — yBß + 6% 

eine für die Form ax? + bxy + cy? automorphe Transformation ist. 
Nach Hilfssatz 1 muß für gewisse it und u, für die ?? — Du? = 4 ist, 


(9) a — BF = dd — B+aß= — cu, y—dF=au, —yB+ da — ud 
sein. Nach Hilfssatz 2 sind die Zahlen t, u für D > 1 entweder ganz und rational oder (was 
nur für g=4, D>3 möglich ist) rein imaginär. Da-ad — $y, % — yß konjugierte 
Zahlen sind, so muß, falls u und £ imaginär sind, t — bu = — (t + bu) sein, was t = 0 
und mithin — Du? = 4, D= 4 gibt. Da nach Voraussetzung D > 4 ist, so können wir 
also annehmen, daß t und u und demnach auch die linken Seiten der Gleichungen (9) 
ganze rationale Zahlen sind. Somit ist 


$—-BP=%—Py, d.h. i—bu=t-+ bu, 


also ist bu = 0. Man kann u = 0 setzen; denn ist 8% — aß reell, so muß es gleich 0 sein, also 
ist u = 0. (Andererseits läßt sich für b = 0 die Form ax? + cy? durch eine ihr im ratio- 
nalen Körper äquivalente Form Ax? + Bxy + Ey? mit B+0 ersetzen. Ist der Satz 
für diese Form bewiesen, so wird er es auch für ar? # cy? sein.) Aus u = 0 ergibt sich aber 
—oB+P&%=0 und y—H=0. 
Man hat also für aßyö #0, daß 
& & y y 
10 ——=— =k, -=-—-=k, 


wo offenbar k und k, rationale Zahlen sind. Setzt man k = —, (r,s)=1,worunds 


ganze rationale Zahlen sind, so erhalten wir r|a, s|ß. Setzen wir a= er, ß= es, so 
ergibt sich, da (x, ß) = 1, daß e eine Einheit sein muß. Ebenso folgt: sind r,, s, ganze 


rationale Zahlen, für welche k, = a (r], 5) = 1 ist, so erhält man für eine ganze Einheit 
1 


&,, daß y = &ır,, ö = &s, ist. Nun sind für g >3 alle Einheiten des Körpers K(Y— 9) 
gleich + 1, demnach müssen «, ß, y, 6 für g > 3 ganze rationale Zahlen sein. Man kann 
also aßyö = 0 für g > 3 annehmen. Da ad — ßy = +1 ist, muß entweder ad = +1 
oder — ßy = +1 sein, woraus entweder 

‘= +1, d6=-+1 ode B=-+ÄM, y=+Iil 
folgt. Nun ergibt sich aus den Gleichungen (10), daß mit & auch ß (resp. mit ß auch a) 


ganz und rational sein muß. Satz 1 ist also für qg > 3 bewiesen. 
Es sei jetzt g= 1 oder g= 3. Wir können die Matrix der Transformation (7) ın 


der Form 

er Es 

ae 
darstellen. Wir haben also 

ad — By = esılrs, — rs) = +1. 
Die ganzen rationalen Zahlen r, s, r,, s, können so angenommen werden, daß a6 — ßy 
= rs, — rs wird. Demnach ist ee, =41. Ist nun qg = 3, so ist 
a, = e?ar? + brr, + &2cr,2, c, = eas? + bss, + £1205]2. 

Da aber e, e, konjugiert, a, b, a,, b, ganze rationale Zahlen und die imaginären Ein- 


+1+Y3 


sind, so müssen die 





heiten des Körpers K(Y— 3) sämtlich von der Form 


2 
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Imaginärteile der letzten Gleichungen gleich O0 sein und 
een, = cr 
Daraus folgt s?r? = s?r?, sr, = + rs,, was mit der Gleichung rs, — sr, = + 1 im Wider- 
spruch steht (ist nämlich sr, + rs; = 0, so muß rs, —r;s gerade sein). Die Einheit 
muß also auch hier rational sein, d.h. es ist e= +1. 
Wir betrachten jetzt den letzten Fall,g=141. Ist e+ +1,so muß e= +1 sein, 
also ist &,L = — e und mithin 


er Es r —s\/[e 0 
(_ er, — 2) u (_ r| .) . — .) 

Es sei gx? + kxy + ly®? die Form, in die ax? + bxzy + cy? mittels der Transfor- 
mation (N =) übergeht. Transformieren wir die Form gx? + kıy + Iy? mittels(© | ) 
so erhalten wie die Form — gx? + kxy —Iy?. Es muß also entweder die Form gx? + kıy + Iy?® 
oder die Form —gxr? + kay —Iy® mit a,2® + b,xy + c,y?® identisch sein, und 
zwar je nachdem e= +1 oder e= +: ist. Also ist im rationalen Körper die Form 
ax® + bxy + cy* entweder der Form a,2? + b,xy + c,y? oder der Form — a,2? + b,2y — c,y? 
eigentlich resp. uneigentlich äquivalent, je nachdem 

ax® + bzy + cy? und a,2? + b,xy + cıy? 
ım Körper Ä(:) eigentlich resp. uneigentlich sind. 

Anmerkung. Die letzte Variante des Beweises hat N. Tschebotarefl in folgender 
scharfsinniger Weise auf beliebige quadratische Körper verallgemeinert: 

Ist x = &u,, B = eßı, % = &19n 6 = &101, WO &, Bi, 9%, 6, ganz und rational und 
e,&| Einheiten von K(Y—g) sind, so hat die Form 

(I) asrla,0 + By)’ + beei(a,® + Bıy)(yız + dıy) + eeilyır + d1y)? 
rationale Koeffizienten. Das gilt auch für die Form 

ae?&? + bee,£n + ce,n? 
da sie aus (I) durch die rationale Transformation &E = a,2 + By, 7 = Yıt + d1y her- 
vorgeht. Somit sind e?, ee,, e? rational, d. h. gleich + 1. Unsere Transformation (% N) 
kann nur im Falle e= + ii oder e, = + i nicht rational sein, was nur für g = 1 mög- 
lich ist. 

Satz 2. Ist für g+2 eine Form F vom ersten Typus im imaginär-quadratischen 
Körper K(Y—g), von ungerader Klassenzahl einer Form vom zweiten Typus eigentlich 
äquivalent, so ist die Form F im rationalen Körper einer ambigen Form äquivalent. Für 
q=23 ist diese Bedingung auch hinreichend. 

Beweis. Wir wollen zunächst beweisen, daß die Bedingungen des Satzes dazu 
hinreichen, daß für g > 3 eine Form vom ersten Typus einer Form vom zweiten Typus 
äquivalent sei. Es können nämlich alle im rationalen Körper ambigen Formen durch 
eine Form von der Gestalt 

(11) Ax® + Apıy + Cy, o=0(,1 
(s. z. B. Cahen S. 324—326) dargestellt werden. Ist die Form vom ersten Typus einer 
Form (11) mit o = 0 äquivalent, so ist der Satz trivial (der mittlere Koeffizient der 


Form vom zweiten Typus kann als 0 - Y—q dargestellt werden). Es seialsog >3. Da 


q= —1 (mod 4) sein muß, so ist die Zahl Ei im Körper X (Y—g) ganz. Nun geht 











172 Lubelski, Klassenzahlrelationen quadratischer Formen in quadratischen Körpern. 





4 Be.. + Fr 
die Form ax? + axy + cy? mittels der Transformation 0 z in die Form 


ax? + aY— gay+ (e FE I - a) y? über. 
Wir zeigen jetzt, daß die Bedingungen für g + 2 notwendig sind. Es seien «, ß, y, ö 


ganze Zahlen aus dem Körper K(Y—g), für die «8 — ßy =1 und j N) die Trans- 


verwandelt. Nach der Definition des Typus sind die Zahlen a,b, c; a,, b,, c, ganz 
und rational, und mithin bestehen auch die Gleichungen 


&%y)= a, MB,d)= ec, 2aaß + bad + YB)+276= —bhV4, 


d. h. die Transformation Ü ’) führt die Form f(x, y) in 42? —b,V— gay + c,y? 


yoö 


über. Da zugleich 6 — ßY =1 ist, so ergibt sich, daß die Formen 
a,2° + b, V— gayt+cy, a—b, V— gzy + cıy? 
eigentlich äquivalent sind. Demnach ist auch die Form f(x, y) im Körper X (V— 9) 
sich selbst uneigentlich äquivalent. Nach Satz 1 ist f(x, y) im rationalen Körper ambig. 
Hilfssatz 3. Es seien N und L beliebige Zahlen eines beliebigen algebraischen Körpers 
K(®) und (2N,L) = 1. Ferner sei L durch eine beliebige binäre quadratische Form der De- 
terminante D eigentlich darstellbar. Ist f(x, y) = ax? + bxy + cy? eine beliebige binäre 
primitive quadratische Form (d. h. (a,b, c) = 1) der Determinante D, so existiert eine zu 
f(x, y) eigentlich resp. uneigentlich äquivalente Form Az? + Bzy + Cy?, für die-L|A 
und (A,N) =1 ıst. 
Beweis. Nach Hilfssatz 2 des ersten Teils kann man ganze Zahlen x’, y’ des Körpers 
K(®) so finden, daß (f(x’,y’), N)=1A ist. Da (z’,y’,N)=1 und mit x’ auch 
x’ + Nj" eine Lösung ist, wo j sämtliche Primteiler von y’ enthält, für die (x’, j) =1, 
und h die Klassenzahl von Ä(6) bezeichnet, so kann (x’, y’) = 1 angenommen werden. 
Es seien jetzt &, n ganze Zahlen des Körpers ÄX(6) derart, daß 2’n — y’&E=1 resp. 


4 


— —4 ist. Die Transformation (y führt die Form f(x,y) in eine solche ihr 


n 
äquivalente Form A’x? + B’xy + C’y? über, für die (A',N)=1 ist. Es sei jetzt 
a,%2 + b,2y + c|y? die primitive Form, die die Zahl Z darstellt. Es sei A,0® + Bay + C,y? 
dieihr äquivalente Form, für die (A,,Z)=1 ist. Dann folgt also aus Z= A ,2?+ B,2,y,+C1Y}, 
D= B} —4A,C,, daß 
@—D=0 (mod L) mit & = a Bıyı (mod Z) 
. 1 
lösbar ist. Wir können jetzt solche ganzen Zahlen x,, 4, des Körpers X (6) finden, daß 
L\f(&o, Y0) ist. Denn ist A,2® + B,xy + Cay? eine zu ax? + bxzy + cy? äquivalente 
Form, für welche (A,,Z) =1, so ist mit 2A,t + B, = £, (mod L) 
(2A,t + B,)?— D=0 (mod L), Ast? + B;t +C,=0 (mod ZL). 
Aus den Transformationsformeln erhalten wir somit die Werte von x, und %,, wobei 
(2 Y0) = 1 ist. Die Zahlen £, und n,, für welche gleichzeitig 


&,=x (modN), 2=y' (modN), &= x, (modZ), 72 = y, (mod L) 
gilt, haben die Eigenschaft, daß für sie (f(&,, 72), \) = 1 und L|f(£,, 7.) ist. Es ist 
klar, daß man (NL, &,, 7) = 1, und da mit &, auch &, + NLJ" eine Lösung ist, wo 
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J sämtliche Primidealteiler von n, enthält, für die (£,J) =1 ist, auch (£&,, 7,) = 1 
annehmen kann. Somit existiert eine zu /(x, y) äquivalente Form, für welche die Behaup- 
tung unseres Satzes gilt. 

Satz 3. 1) Aus jeder Form ax? + bxy + cy? der Determinante — Dg, wo (D,g) = A, 
q eine ungerade Primzahl und a,b, c ganze rationale Zahlen sind, kann man mittels der 
Transformation 


wo &, ß, y, ö ganze rationale Zahlen sind und xö — By =1 ist, eine Form vom zweiten 
Typus erhalten. 

2) Sind zwei Formen der Determinante — Dg mit (D,g) = 1 und ganzen rationalen 
Koeffizienten, im rationalen Körper zueinander äquivalent, so sind die Formen vom zweiten 
Typus, die sıch nach 1) ergeben, ebenfalls äquivalent. 

3) Das Produkt zweier Formen vom ersten resp. vom zweiten Typus ist einer Form 
vom ersten resp. vom zweiten Typus im Körper K(Y—gq) äquivalent. Dabei erhält man 
das Produkt der Formen des zweiten Typus aus der Transformation 


10 
1 
( ) 


angewandt auf das Produkt der sich nach 1) ergebenden Formen der Determinante — Dg. 
Beweis. 1) Nach Hilfssatz 3 kann man eine zu ax? + bxy + cy? im rationalen 
Körper äquivalente Form Azx2?-+ Bzy-+ Cy?® finden, für welche g|C ist, Da 
B? —4AC = — Dg und g eine Primzahl ist, so muß zugleich g | B sein, womit der Satz 
bewiesen ist. 
2) Es seien die Formen 
a,y)=ar+bay+ep, la, y) = aa” + bay + cy? 
der Determinante — gD gegeben. Geht f,(x, y) mittels der Transformation & Ri) in. 
.— Be 1 1 
die Form A,2? + B,VY— gxy + C,y? über und ist Ax® + BY— gxy + Cy? die Form, 
aus der mittels der Transformation ” ) W 2) die Form f(x, y) sich ergibt 
vr 
(xö — By = 0,6, — Pıyı = 1), und sind f(x, y), fı(%, y), der Transformation 
u w 
| ‚ ut—w-=-1 
wit 
gemäß, im rationalen Körper äquivalent, so geht mittels der Transformation 


G DM 10 G 10 
I yaale nlo a) m ER-CAEIEh 
PY—-g R 0 YV—-gd/\P R geh PR ydlw dt \y, 6)" 
nr. 
die Form Aa? + BY— gxy + Cy? in die Form A,2? + B,V— gxy + C,y? über. Da 


2 
A 7) + BHR+CR®=C, (—gB? —4AC,g) = (4AC,g)=A, 


v4 
soist (A, g) = A,undes muß g|H sein. Sind also die Formen f(x, y), fı (2, 4) im rationalen 
Körper eigentlich äquivalent, so sind die Formen vom zweiten Typus, welche den Formen 
f(x, y), f(x, y) gemäß 1) entsprechen, im Körper K(Y—gq) ebenfalls eigentlich äqui- 


valent. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3, 23 
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3) Sind die Formen vom ersten Typus, so ist der Satz klar. Es genügt nämlich, 
alle Operationen nur im rationalen Körper durchzuführen. Wir betrachten also nur 
den Fall des zweiten Typus genauer. Um das symbolische Produkt der Formen 


(I) a +by—gay+ ey, (I) a0? + b, Y— gay + 019? 
zu finden, betrachten wir die der Form a,x2°? — gb, xy — c,qy?® äquivalente Form 
Ax?®+ Bay+Cy, wo (A,a)=4 und g|A ist. 
Nach Hilfssatz 3 sind nämlich solche Zahlen A, B, C im rationalen Körper stets vorhanden. 


Wir können also A = gA,, B=gB, setzen. Es seien jetzt m und m, ganze rationale 
Zahlen so, daß 2am — bg = 2Am, + B ist. Somit erhalten wir, daß in der Form 


ax? + Bxy + yy?, die sich aus ax® — bgxzy — cqy® mittels der Transformation ( Y 


0 4 
ergibt, und in der Form 94,2? + ßıxy + yıy?, in die die Form 9A,2? + gB,ay + Cy? 
mittels der Transformation E m) übergeht, 8 = ß, ist. Es muß also 


ß? — Aay = PP — AAy,, ay= Ayı, a|yı, gAıly 
sein (da (A,a) =1 ist). 
Demnach sind die Formen 


komponierbar, und ihr Produkt ist ebenfalls eine Form vom zweiten Typus. Nach 2) sind 


ß 


die Formen (I) und ax? + —— ıy — > y® äquivalent. Dasselbe gilt auch für die 
4 


Formen (II) und — A,2? + M xy + yıy?. Es leuchtet ein, daß einerseits die Formen 
| 


— A®+ ay+yıy, Ya — Er zy — Ayy?, 


andererseits die Formen 


A + Bay yıy, ya — Bay gAy? 
mittels der Transformation \ ge ineinander übergehen. Da 94,2? + Bıy + yıy? 
der Form a,2? — gb,xy — c,qy® äquivalent ist, ist damit, wieder nach 2), der Satz be- 
wiesen. 

Hilssatz 4. Sind zwei Formen vom zweiten Typus einer Form vom ersten Typus 


äquivalent, so sind die Formen der Determinante — Dq, aus denen man mittels der 
1.0 
Transformation 0_ 1 die Formen vom zweiten Typus erhält, einer Form 
vg 


fx, y) = ax? + agoxy + cy? 
im rationalen Körper äquivalent, wo a,c ganze rationale Zahlen sind und o=0 oder i 
ist. 
Beweis. Jede Form a,2? +5, Y—gzxy-+ cıy® vom zweiten Typus, die einer 
Form ax? + aoxy-+ cy®, wo e=(0,1 und a, c ganze rationalen Zahlen sind, äqui- 


valent ist, ist zugleich einer Form vom zweiten Typus a2? + aY— goxy + cy? äqui- 
valent (vgl. den Anfang des Beweises von Satz 2). Es sei Ax® — gBxy — Cqy? eine Form, 
die nach Multiplikation mit a,x® — gb,y — cıqy? im rationalen Körper die Form 
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ax? — gaoxy — cqy® ergibt. Nach 3) von Satz 3 existiert eine solche Form, d.h. das 
symbolische Produkt 

(a, + b, v4 zy + cy?) (Ar? + BY— gay + Cy?) 
ist der Form aa? + aV—qxy + cy? äquivalent. Es sei j N) mit &ö — ßy=1 die 
Transformation, mittels der die Form 


2 —Dy, D= z 
in die Form Ax? + BY—gzxy + Cy? übergeht. Dann ist A = a? — D’y?. Ist eine 


der Zahlen &, y nicht rational, so wird 
ER 2 
(12) A? = (ax — D’yy)? + D’q 7 7) 


wo && — D'yy, rn ganze rationale Zahlen sind. Nun kann als erster Koeffizient 
—4q 





der Form Ax?® — Bgxy — Cqy? jede beliebige durch diese Form eigentlich darstell- 
bare Zahl angenommen werden. Ist nämlich A,2? + B,zy + C,y?, (A,,gq) = 1, eine be- 
liebige äquivalente Form, so kann man eine Zahl m finden, für die q | /(m, 1) ist 


(vgl. z.B. Hilfssatz 3). Die Transformation ( ) wird also eine Form ergeben, die die 


m 
04 
entsprechende Eigenschaft hat. Demgemäß setzen wir für den ersten Koeffizienten der 
Form Ar? + BY—gxy+ Cy?, falls g=1 oder g beliebig, aber D’=1, 2 (mod 4) ist, den 


Wert ——-, wo u die kleinste aller natürlichen durch die Form Aa? — Baxy — Cqay? 


darstellbaren Zahlen bezeichnet. Ist aber D’= —A (mod 4), so setzen wir für A in 
Az? + BY—qxy + Cy? eine beliebige durch diese Form darstellbare rationale Prim- 
zahl p (nach einem bekannten analytischen Dirichlet-Schering-Weberschen Satze exi- 
stieren stets unendlich viele solche Primzahlen; vgl. aber den nachfolgenden zweiten 
Beweis unseres Hilfssatzes 4). Nach der Gleichung (12) muß dann für A = p die Form 
Az? — Bqxy — Cqy im rationalen Körper ambig sein. Dies ergibt sich unmittelbar 
aus der Tatsache, daß aus (12) entweder p= D,u? + D,v? oder 2p = D,u? + D,? 
folgt. Mit 2p ist aber auch p durch eine ambige Form darstellbar, denn D,D, =D, 
und u, v sind ganze rationale Zahlen. Da p Primzahl ist, so sind alle Formen, durch die p 
darstellbar ist, eigentlich resp. uneigentlich äquivalent. Es sei also A = u, wo (A,g) =1 


ist. Es ist somit <a, und aus (12) folgt für 2/A, 2)ax +Dyy, also ist 


(Fer) <A. 
v-q ) 7 


Für g=41 ist «9 — y%& gerade, also muß xy — y&x = 0 sein. Ebenso muß ayY — yax = 0 

auch für g> 3 gelten. Sonst wäre in der Gleichung (12) die rechte Seite = — 1, 2 (mod 4) 

für D’= 1,2 (mod 4), die linke dagegen =1 oder 0 (mod 4). Da (x, y) = (%,y9) =1 

ist, so muß x = ex, y = ey sein, wo & eine gewisse Zahl ist, für die gleichzeitig 
A=#®—- Di = 2(® -—DY%)=®—Dy%, 2=ei1l, ce = +1 

ist. Die Zahlen «&, y sind also entweder ganz und rational oder gleichzeitig rein imaginär. 

Sind sie ganz und rational, so haben wir 

2«ß —2D'yö = BY— 9, 2uß —2D'yd = — BY—g, o(ß + B) = D’y(ö + 6) = 2D’yg, 

wo 2g=öd-+06. Da 


ay —y& =(0, denn 


23* 
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ö—py=1, DE =A—oR, 
so ist 
2 u 
1 = Rlad — By) = og — D'g = 0g-+ m A (Rx = reeller Teil von x). 
Es ergibt sich somit aus 
ol Ag, A?g? — D'y? =A, (&, y) a. (Ag, y) —=1 ’ 
daß A|D’, d.h. die Form Ax? — Bgxy — Cqy? ambig ist. Sind aber die Zahlen «, y 
rein imaginär (was wegen &ö — ßy =1 nur für g= 1 möglich ist), so ergibt sich aus 
2uß — 2D'yd = BY—q, a{ß — B) = D’'y(d — 6) = 2D'yh, 
wo 2h=6— 6, daß 


2 
1 = Rad — By) = ah — D’ Eh, x —= h(a®? + A — a?) = hA 


ist. Wegen 
A = oa® = D’y? = MA? — D'y?, 

wo (&,y) = (Ah,y) = (A,y) =1 ist, muß A|D’ sein. Daraus folgt, daß die Form 
Ax® — Bgqxy — Cqy? auch in diesem Falle im rationalen Körper ambig ist. Demnach 
ist auch die Form a,2? — gb,xy — cıqy? im rationalen Körper ambig. Da jede ambige 
Form einer Form ax? + aoxy + cy? mit o = 0 oder 1 äquivalent ist (s. Cahen S. 324 
bis 327), ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Zweiter Beweis (ohne Anwendung des analytischen Dirichlet-Schering-Weberschen 
Satzes) des Hilfssatzes 4. 


ß 
ö 


die Form x? — 7 y® in die Form Az? + BY—gxy + Cy? übergeht. Dann ist 


Es sei wieder j ) wo 8 — ßy=1 ist, die Transformation, mittels der 


(13) A. y C=-®— 78, BV—g= 2 27. yB. 


Somit geht die Form x? 7% mittels der Transformation Ü P) in die Form 
Y 


Ax® — BY— qxy + Cy? über, d.h. 
(° P\(t )( LK a te „un 
vy 9/W0—A\—-y JW—A1 vö+67 yB-+ ö& 


ist eine automorphe eigentliche Transformation der Form x? -7 y. 


Nach den Hilfssätzen 1 und 2 ist 
x + By = yB+ dx. 
Daraus ergibt sich, daß die Zahl 
r= a0 — By = ad — By 
eine ganze rationale Zahl ist. Aus den Gleichungen 
ö—By=1, ö—PpPy=r 
erhält man 
(14) p=- EI ®, 9- EI 


Wie vorher bezeichnet der erste Koeffizient von Ax?+ BY—gxy + Cy? den Quo- 
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tienten = wo u die kleinste aller natürlichen durch die Form Az? — Bgxy — Cqy? 
darstellbaren Zahlen ist. Man erhält ihn aus 
7) Dg (xy — ya \®? 
Bu EEE a 
(15) A = (oa WW) +7 | "ir 


Wie wir im ersten Beweise gesehen haben, kann man &7 — y& + 0 annehmen. Dem- 


nach ist, da u 7, 
ay —ya=eV—q, e= +1, 
und nach den Gleichungen (14) ist 
eV gq=—FHtyr, eBV-g=—ä&rtar. 


Setzen wir diese Werte in die Gleichung (13) für BY—q ein, so ergibt sich 
| — D —— ai D m 
eBg = Meß 9 — 27, ydeVY— ) = Al—&+ar) — Zyl—F+ yr) 
D BE 
— 2(a®r — % yır — 08 + % vy)]- 


Bessichnen wir mit B, die Zahl 2— co + Zpm si 


B, = eBq — 2r (a -- = „) — eBq — 2rA. 
Nach Gleichung (15) ist die Determinante der Form Ax? + B,xy + Ay? gleich — Dg. 
Nun geht die Form Az? + eBgxy — Cy? durch die Transformation ‘ =) in die Form 
Ax® + B,xcy + Ay? über. Da die Form Aa? + B,xy + Ay? im rationalen Körper 
ambig ist (vgl. z. B. Cahen S. 327), so ist der Satz bewiesen. 
Satz 4. Die Anzahl der verschiedenen nichtäquivalenten Produkte [y, wo f eine Form 


4 


vom ersten, p eine vom zweiten Typus ist, ergibt sich aus der Formel Hack wo h resp. h’ 


die Klassenzahl der Formen der Determinante D resp. — qD im rationalen Körper, v die 
Anzahl der verschiedenen ungeraden Primteiler der Zahl D= AD bezeichnet und 
1)e=0 is fürg>3 und D’=1 (mod 4), 


2)oe=A ist fürqgZ3 und D’ = —1,2 (mod 4), 

3)e=0 is fürg=A, falls =? — D’y® = —1 nicht in ganzen rationalen Zahlen 
lösbar ist, 

4) oe = —A ist sonst (für g=4). 


Beweis. Wir betrachten symbolische Produkte f®, wo f resp. ® eine binäre qua- 
dratische Form der Determinante D resp. —qD mit ganzen rationalen Koeffizienten 
ist. Mit f{p = |f®|, wo 9 eine Form vom zweiten Typus ist, welche nach Satz 3, Fall 1) 
der Form ® entspricht, werden wir den ‚Wert‘ von f® bezeichnen. Wir zählen jetzt alle 
möglichen Werte von f® ab. Es gilt nämlich, daß die Anzahl aller symbolischen Produkte 
[® gleich hh’ ist. Ist jetzt |/,®,| = |f,®,|, so wird fi9ı = fa, Sein, wo 9, Tesp. 9, 
die Form ist, die ®, resp. ®, nach Satz 3, Fall 4) entspricht. Werden im rationalen 
Körper die Formen f mit der Determinante D und ® mit der Determinante — qD durch 
die Gleichungen ff = f, ®%,® = ®, definiert, so gilt, wenn nur @ die Form vom 
zweiten Typus ist, die der Form ® nach Satz 3, Fall 1) und 3) entspricht, daß 9,9 = 9, und 


(16) If®| = /p = Einheitsform 
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ist. Es sei zunächst g 2 3. Jeder Form 9, welche der Relation (16) genügt, entspricht 
eine und nur eine Form f. Denn sind dies f, und f,, so wird f, der Form f, im Körper 


K(Y—g) und mithin auch im rationalen Körper äquivalent sein. Nach Satz 2 ist 
die Form f einer Form der Determinante D äquivalent, die im rationalen Körper ambig 


ist. Ist v die Anzahl aller ungeraden Primteiler von D, so ist für a= D’=1 (mod 4) 


die Zahl 2° und für D’’= —A1,2 (mod 4) die Zahl 2”*'" die Anzahl der ambigen 
Formen der Determinante D (s. z. B. Cahen S. 554—57). Da jeder ambigen Form ® 
mit der Determinante — Dg, qg=3, eine Form 9 entspricht, die durch die Trans- 
1 — V— 
1 


q 
formation “ ı) resp. \ ' in eine ambige Form f vom ersten Typus über- 





geht, so finden sich genau 2” resp. 2’*" Formen ®, für welche Formen f so existieren, 
daß (16) besteht. Demnach ist auch die Anzahl aller möglichen Paare f, ®, für die (16) 


besteht, gleich 2”, falls D’=4 (mod 4) und gleich 2”*', falls D’ = — 1,2 (mod 4) ist. 
Nun ist klar, daß die Anzahl aller möglichen Paare f®, für welche |fx®;| = |f,®,|, 


ebenso groß ist. Somit ist die Anzahl sämtlicher Werte von |f®| gleich = für 


D’=1mod4 und gleich ni für D’’ = —1,2 (mod 4). 


Es sei Jetzt g= 1. Da die Zahl D’ ım Körper K(:) quadratfrei ist, so muß D’ un- 
gerade sein. Ist D’= —1 (mod 4), so sind alle ambigen Formen der Determinante 
— D Formen der Gestalt ax? + cy? äquivalent. Diese geht durch die Transformation 


RR u 
fr .) in die Form ax? — cy? über, die einer Form vom ersten Typus äquivalent ist. 


Nun muß auch für D’ = 1 (mod 4) jede ambige Form der Determinante — D, welche 
nach der Transformation E .) einer Form vom ersten Typus äquivalent wird, einer Form 


der Gestalt ax? + cy? ım rationalen Körper äquivalent sein. Es gilt nämlich, daß jede 
ambige Form entweder einer Form der Gestalt ax? + cy? oder der Gestalt ax? + axry + cy? 
äquivalent ist. Wir betrachten also nur den zweiten Fall. Da für D’ = 1 (mod 4) jede 
ambige Form der Determinante D einer Form mit verschwindendem mittleren Ko- 
effizienten äquivalent ist, so muß die Form ax? — aizy — cy? ebenfalls einer solchen 
Form äquivalent sein. Wir bezeichnen diese Form mit dx? — ky?. Das symbolische 
Produkt (ax? + axy + cy?) (dx? + ky?) ist im rationalen Körper einer ambigen Form 
äquivalent, welche die Gestalt Az? + Azy + Cy? habe. Die Form Ax? — Aury — Cy? 
x ß 
yö 
welche die Einheitsform x? — D’y? in die Form Az? — Aixy — Cy? überführt. Dann 
ist: also 


2 — D’'ß? = &® — D’'ß?—= A, R?+ D’S?= A?, R= ax — D'BB, Si= aß — PA. 
Die Zahlen R und $ sind ganz und rational. Da D’ = 1 (mod 4) und die Zahl A gerade 


muß aber im Körper Ä(:) der Einheitsform äquivalent sein. Es seil die Transformation, 


ist, so müssen beide Zahlen A, $ gerade sein. Ferner ist = - ‚ und daher muß, da D’ 


quadratfrei ist, AIR und A'S sein. Dies ist nur möglich für aß — f&=Si=0. Es 
müssen also die Zahlen «, 8 entweder gleichzeitig rational oder gleichzeitig rein imaginär 





a a 7 
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sein. Der zweite Fall ist aber unmöglich. Denn wäre x = al, ß = Pl, wo a, ßı 
ganze rationale Zahlen sind, so würde sich aus 2|A 


A=—oA+DPAR=—1+1=0 (mod 4) 
ergeben. Aus — A? + 4Ac = D folgt aber (A,4) < 2. Ebenso können nicht die Zahlen 
&, ß ganz und rational sein, denn aus 2|A folgt wieder A = «® — D’ß? = 0) (mod 4). 
Die Anzahl der Formen ®, für welche (16) besteht, beträgt also 2” (Cahen S. 55556). 


Ist die Gleichung x? — D’y® = — 1 lösbar, so sind zwei Formen der Gestalt 

aa + bay tcy, — a0? + bay — chy? 
der Determinante D im rationalen Körper zueinander eigentlich äquivalent. Es 
ist dann nämlich die Form x? — D’y® der Form — x2? + D'’y® und demnach auch 
der Form — x? + b,2y — a,c,y® äquivalent. Multiplizieren wir die Formen 
a2? +b,2y+ cy® und —.x°+b,xy —a,cıy® miteinander, so erhalten wir die 
Form —a,2?®+b,2y—cıy. Nach Satz 1 ist also in diesem Falle auch im 


Körper K(:i) eine Form vom ersten Typus einer zweiten Form desselben Typus dann 
und nur dann äquivalent, wenn sie im rationalen Körper äquivalent sind. Dem- 


nach beträgt die Anzahl der Paare, für welche (16) besteht, 2’! woraus folgt, daß die 


4 


Anzahl aller verschiedenene Werte von |/®| gleich gai ist. 


Es sei jetzt die Gleichung «? — D’y® = — 1 in ganzen rationalen Zahlen unlösbar. 

Zwei beliebige Formen a,2? + b,2y + cy?, — a,2? + b,xy — c,y® können dann nicht 

zueinander äquivalent sein. Wir haben nämlich auf Grund der Kompositionstheorie: 

(a,2° + b,2y + c1y?) (— a2? — b,2y — cıy?) = (a2? + bi2y + ciy?) (— 612? + biry — a,y?) 
= (— ac? + b,2y — Y?). 

Es entsprechen also jeder Form ® zwei im rationalen Körper nicht äquivalente 

Formen f, für welche (16) gilt. Demnach beträgt die Anzahl aller Paare f, ®, für 


’ 





welche (16) gilt, 2”, und die Anzahl der verschiedenen Werte von |f®| ist gleich 


= 


Unser Ziel ist jetzt, notwendige und hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, 


wann eine Form der Determinante D im Körper K(Y—g) durch ein Produkt von For- 
men vom ersten und zweiten Typus darstellbar ist. 


Definition 2. Ist xx? + ßxy + yy? eine primitive quadratische Form mit Koeffi- 
zıenten, die ganze Zahlen des Körpers Ä (V— 9) sind, so werden wir die Charaktere 


P = = ( —), p' D d,|d, I wu 


d, d, y 
ß+ 2 
2 


die zum Ideal [f -—— | gehören, auch als zur Form x2? + Bay + yy? gehörige 
Charaktere bezeichnen (vgl. Hilbert $ 17). 

Anmerkung. Jeder Charakter ws ist bekanntlich Normenrestsymbol. Es 
ist v= ex, wo e eine Einheit des Grundkörpers K(Y— q) ist. Wenn es in K(Y— q) 
eine und nur eine Einheit & gibt, für die nicht alle Normenrestsymbole (er) 


sind, so ist r = t — 1, wo t die Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von d bedeutet. 
Ferner haben, da allen Idealen einer Klasse dasselbe Charakterensystem entspricht, 
äquivalente Formen ebenfalls dasselbe Charakterensystem (vgl. Hilbert $ 17). 
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Definition 3. Alle Formen, denen ein und dasselbe Charakterensystem entspricht, 
bilden ein Geschlecht. Sind alle Charaktere eines Geschlechtes gleich 1, so bezeichnen 
wir dieses Geschlecht als Hauptgeschlecht. 

Satz 5. Ist ax® + bxy + cy® eine zum Hauptgeschlecht gehörige Form der rational- 
zahligen Determinante D und gehören die Koeffizienten einem imaginär-quadratischen 


Körper K(V—q) mit ungerader Klassenzahl an, q + 2, so ist die Gleichung 
a®+bay+e =, e= +1 bw e=-i für q=1 
(wo ein Charakter sich reduziert) in ganzen Zahlen des Körpers K(Y—g) lösbar, wobei 
(z, D) = A angenommen werden kann. 
Beweis. Zunächst bemerken wir, daß man nach Hilfssatz 3 (a, D) =1 annehmen 


kann. Denn ist der Satz für eine beliebige zu ax? + bxy + cy? äquivalente Form be- 
wiesen, so gilt er auch für die gegebene Form. Wir wollen jetzt beweisen, daß die Gleichung 


(17) ax? +bay+ cy? = e, 
wo & Einheit des Körpers K(Y—g) ist, in ganzen Zahlen des Körpers K(Y— g) lösbar 


ist. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit a, so erhalten wir 


(18) X? — Dyp= er, X=ar+ >y D = z 


Bezeichnet i die Anzahl sämtlicher Primteiler der Relativdiskriminante Dd, so ist die 
Anzahl der Charaktere gleich t — 1 oder t, je nachdem, ob für mindestens einen Teiler d, 








von d das Symbol (>= —= —1 ist oder nicht. Es gilt nämlich, daß + 1 die einzigen 
Einheiten e des Körpers K(Y—gq) fürg>3sind. Für g=isindse= +1, +i, 
für g=3 dagegen e= +1, to=+o®%, +v0= + vw, wo= _. en ist. 


Es sei jetzt ® die Zahl, durch die die Charaktere der Form ax? + bxy + cy? definiert 

sind. Da v mit a assoziiert ist (vgl. Hilbert $ 17), so gilt fürg > 3 die Gleichung’ = + a. 

BE 0 vo ANNE. 
2 

Da ax? +bxy-+ cy® zum Hauptgeschlecht gehört, so ist nach Definition der Zahl v für jeden 


> 4 


Primteiler d, der Relativdiskriminante d das Symbol ) —=41. Ist (d,2) =1, so 


wird für sämtliche zu 2 primen Primideale (vgl. Hilbert $ 25): 
IT) =1. 
my \ m 

Mit (d,2) =1 ist auch D’ ungerade, folglich ist (vgl. Hilbert $ 39) 


Me) = 


(m) 





Fürg=3istt= ea, we= I, ‚und fürg=14listv=-+a, + 1a. 











wo das Produkt über sämtliche Primideale mw des Körpers X(Y—g) erstreckt werden 
soll. Für (d,2) = 1 erhält man aus diesen Relationen und aus der Definition des Normen- 
restsymbols für quadratfreie v (s. Hilbert $11), da die Zahl 2 in AKY—g),1<sg=#+2, 
entweder unzerlegbar oder gleich ı(1 — ı)? ist: 

v,D' v,D' 








19) tr = 
und für jeden Primteiler p der Zahl v (vgl. wieder Hilbert $ 11): 


‚ao #2‘) _ (2), 
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also = 1. Für (d,2)=+1 erhält man die zweite Gleichung (19) unmittelbar aus der De- 
finition der Zahl v und des Hauptgeschlechtes. Analog gelten auch die Relationen (20). 
Ist also p ein Primideal, das weder in v noch in D aufgeht, so ist (s. Hilbert, Satz 10) 


) — 1. Alles zusammen ergibt, daß für jedes Primideal mw die Relation & —4 


gilt. Somit erhält man, wieder nach einem Hilbertschen Satze (s. Hilbert $ 43 und 44), 
daß die Gleichung (18) für ganze Zahlen des Körpers K (Y— g) lösbar ist. Da (a,D) = 1 


ist, so muß auch (5, a)=1 sein, und demnach ist die Gleichung X = at + y für ganze 


Zahlen des Körpers K(Y— q) lösbar. Setzen wir dies in die Gleichung (18) ein, so er- 
halten wir, daß die Gleichung (17) für ganze Zahlen des Körpers K(VY— g) lösbar ist. 
Nun ergibt sich (da die Einheiten im Körper K(V—g) fürg >3 gleich +1 sind, für 
— _ 
g=3abre= +w=+wodre= vo =+o?mit = en A daß die 
Gleichung (17) für e= +1, +1, in ganzen Zahlen des Körpers K(V—9q) lösbar ist. 
Ist 9, Yo, 20 ein Lösungssystem dieser Gleichung, so erhalten wir, daß durch die Trans- 
formation 1° fe mit 2,9 — Yop = 1 die Form f(x, y) = eaax® + ebxzy+ ecy?, wo ee=1 
0 

ist, in die Form 

22° + Bay+flp,gdy?, B = 2eaxgp + bre(zg + PYo) + 2ecyog 
übergeht. Diese ist aber ihrerseits dem symbolischen Quadrate der Form 

202° + Bay + zuf (pı q)y? 

äquivalent. Daraus ergibt sich, daß f(x, y) Quadratzahlen darstellt, die nach Hilfs- 
satz 3 in bezug auf eine beliebige Zahl relativ prim sind. 

Definition A. Eine binäre quadratische Form werden wir rationalfähig nennen, wenn 
sie ganze rationale Zahlen darstellt; für g = 1 soll sie auch dann rationalfähig genannt 
werden, wenn sie rein imaginäre Zahlen darstellt. 

Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine binäre quadrati- 
sche Form f(x, y) rationalfähig ist, lautet: 

1) die Form ist ein Produkt einer Form vom ersten und einer vom zweiten Typus oder 


2) ihre Charaktere erfüllen die Relationen 


D’\ (v, D’ v, D’\ (v, D’ v,D' v, D' 
A Pe Fe. (e 1; (® -\=1,...(® -)=1, 
a %ı % %g %, | Q, Qı 


wo Pr = %:%, die zerlegbaren ungeraden und (,„ die unzerlegbaren ungeraden rationalen 
Primteiler von D bezeichnen. 

Beweis. Es sei p(z,y) = Ax?® + Bxy + Cy” eine binäre quadratische Form 
vom ersten resp. zweiten Typus der Determinante D, für welche die Gaußschen Charaktere 


die Relationen 

7 ui (2 = u (6) k=12...85m=12...8) 
erfüllen. Da für g > 3 der Determinante — qD im rationalen Körper mehr Charaktere 
entsprechen als der Deteminante D, und für qg=1 einer der Determinanten D, — D 
mehr Charaktere entsprechen als der zweiten, so ist eine solche Form g(x, y) stets 
vorhanden. Nun ist jede ganze rationale Zahl gleichzeitig quadratischer Rest resp. 


Nichtrest in bezug auf «; und &,. Andererseits ist A quadratischer Rest jeder Zahl Q,, 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 3, 24 
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im Körper K(Y—g). Das symbolische Produkt 

F(x, y) = Hz, y)p(a, y) = ka? + lay + my? 
gehört also, sofern für f(x, y) die Relationen (21) bestehen, zum Hauptgeschlecht. Nach 
Hilfssatz 4 ist demnach die Gleichung 

ke +lay+mf?=e?, e=-+MiM, e=+i 


in ganzen Zahlen des Körpers K(Y—g) lösbar und dabei (z,D) = 1. Offenbar können 
wir annehmen, daß die Zahlen x, y, 2 keinen gemeinschaftlichen ganzen Teiler haben. 
Ist jetzt x ein beliebiger Primidealteiler der Zahl z, so sind die Kongruenzen 


(22) &® —D=0 (mod rn), ®—D=0 (mod) 
lösbar. Es sind also auch, da (z,2D) = 1 ist, die Kongruenzen 
&®—D=0 (modN (rn), 2—-D=0 (mod X (r)"), 
mit natürlichem n, lösbar. Ferner folgt aus der Gleichung 
(@ — D)\(®—D)= (&E FDP — DEF 8), 
daß entweder (£ + &, N (z)) oder (€ — &, N (r)) = A ist. Ist nämlich (£ + &, N (z)) #1, 
so muß N (r) | (&£ + £) sein. Und wenn (£ —£,N (r)) #1 ist, folgt, daß (22, N (r)) #1 
ist, was (2, D) #1 ergibt, und dies steht im Widerspruch zu (2,2D) =1. Die Zahl 
N (zx)” ist also im rationalen Körper entweder durch eine Form vom ersten resp. vom 
zweiten Typus eigentlich darstellbar. Sind die Zahlen z und 7 assoziiert (d.h. n?= N (r)), 
so kann rx" höchstens zweimal durch eine Form der Determinante D darstellbar sein. 
Ist nämlich A,23 + Bzx0Yo + Cıys eine, so ist A,Xy — BiX%oYo + Cıy, die zweite Dar- 
stellung. Es sei also N (r) eine rationale Primzahl. Dann bilden die natürlichen Zahlen 
1.2... Aa, 
wo k eine beliebige natürliche Zahl ist, im Körper K(Y—g) ein Restsystem (mod x«). 
Da mit der Kongruenz (22) auch die Kongruenz 
&® — D=0 (mod x*) 
im Integritätsbereich der ganzen algebraischen Zahlen von K (V— 9) lösbar ist, so 
kann man £ als eine ganze rationale Zahl 5 annehmen. Nun sind die binären quadrati- 
schen Formen der Determinante D, welche die Zahl n* darstellen, einer der Formen 
ak? + ebay + nkey®, e= +1, b? — Alar)"c = D eigentlich äquivalent. Wir betrachten 
Jetzt die Gleichung 


(23) [r kp ad v) 


(r RT vl (mer en + 2) 


len 





2 
Da der Nenner die Einheitsform ergibt, so folgt, daß das symbolische Produkt 
(Mar + bay + ep) nt bay Zi y? 


dem Produkte 
u ® 


Ankak 


(mx? PR, ee.  Y?) (mx + BAY, + 
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gleich ist, wobei man die rein imaginäre Zahl B folgendermaßen bestimmen kann: Da 
rr und 7 nicht assoziiert sind, so ist die Kongruenz 


2+g9=0 (mod X (r)) 


und mithin auch die Kongruenz 
2 +qg=0 (mod N (r*)) 


in ganzen rationalen z lösbar. Somit ist die Kongruenz 
b?+gBi = (mod N (r*)) 

mit ganzen rationalen B, lösbar. Daraus ergibt sich z. B. 
b+Y—-gB,=0 (mod r*), 


b—VY—ygoB, = (mod *). 
Setzen wir b + V—gq B, = hn*, so wird 
b—V—gB, =h, V-qB,=—b+ht=b— hi; 
V—gB, = — b (mod r*), y— qB, = b (mod 7%) 


und somit kann man B= — Y— gB, setzen. Demnach erhält man aus der Gleichung (23), 
daß die Form n*x? + bxzy + n*cy® als Produkt von Formen des ersten und zweiten 
Typus angenommen werden kann, und somit ist auch die Form kx? + Iry + my? Produkt 
von Formen des ersten und zweiten Typus. Da im Integritätsbereich der ganzen Zahlen 


von K(Y—g) jede rationale Zahl quadratischer Rest in Bezug auf _, resp. gleichzeitig 
quadratischer Rest oder Nichtrest in Bezug auf die konjugiert imaginären Faktoren x; 
und %; ist, so ist der Satz bewiesen. 

Damit ergibt sich der Beweis für unseren 


Hauptsatz. Es sei K(Y—g), 9 +2, ein imaginär-quadratischer Körper mit 
ungerader Klassenzahl, D >2 eine natürliche Zahl, die für g=1 größer als 12 und für 


die D’ = . eine ganze durch keine Quadratzahl des Körpers K(Y—g) teilbare Zahl ist; 


ferner sei h die Klassenzahl der binären quadratischen Formen der Determinante D im 
rationalen Körper, h, die Klassenzahl der binären quadratischen Formen der Determinante 
— qD ebenfalls im rationalen Körper. Dann gilt: 

Die Klassenzahl H der binären quadratischen Formen der Determinante 
D, deren Koeffizienten ganze Zahlen des Körpers K(V—g) sind, wird für q>3 


4 


durch H = on gegeben. Istq = 1, so ist H = hh’ oder 2hh’, je nachdem ® — D’'y = — 1 


ın ganzen rationalen Zahlen lösbar ist oder nicht 


/ 


Beweis. Nach Satz 4 und 5 ist die Anzahl aller rationalfähigen Formen -, wo v 


+0 


und o wie in Satz 4 definiert sind. Beträgt die Anzahl der zur Determinante D gehörigen 
Charaktere r, so ist die Anzahl der Geschlechter 2” und die Anzahl der Geschlechter, 


denen rationalfähige Formen angehören, 2°*’, wo g die Anzahl der zerlegbaren ungeraden 
rationalen Primteiler der Relativdiskriminante d bezeichnet und j= — 4 oder = 0 ist, 
je nachdem ein Charakter unterdrückt war oder nicht (s. Definition 2 dieses Teiles und 
vgl. Hilbert $17). Es gilt nämlich, daß sich ein Charakter (resp. Normenrestsymbol) 
nur unter folgenden Bedingungen reduziert (s. Anmerkung zur Definition 2): Im Falle 
q>3nur dann, wenn (die Relation N(d,) = 3 (mod 4) besteht, d. h.) N(d;) eine rationale 


24* 
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Primzahl ist. Denn im Körper K(Y—.g) ist für qg >3 jede Einheit gleich + 1 und 
=2?)=(7)=—1 (also muß N(d) =3 (mod4) sein). Im Falle g=3 folgt 
k 


d, 
(da+tvo=+w, +®= + w* ıst) aus en — — 4, daß ebenfalls Fe - 
k 


u, 
k 


also wieder N(d,)=3 (mod 4) sein muß, d. h. N(d:) kein rationales Quadrat sein 


A 


kann. Ferner ergibt sich ım Körper K(:i) aus Be —= —1, da hier Pe - = 1 








d; d; 
ist, daß () —= —1 sein muß, d. h. N(d,) wieder kein rationales Quadrat ist. 
Es ergibt sich lsor=g+j-+v+ofürg>3. Da in jedem Geschlechte 
Rh 
ga+i gute 


Formen vorkommen, so beträgt die Anzahl 4 aller Formen 
r—] hh’ hh’ 
a gerigrre 2° 


In K(t) ist mit Az? + Bay + Cy? auch die zur selben Hyperklasse gehörige Form 
(s. 5. 181) fı(@,y) = ıAa@® + Bxy — Cıiy? rationalfähg. Nun sind diese Formen 


nicht äquivalent. Sonst wäre die Gleichung ı = #7 y°® resp. die Gleichung 


— ı= 22 — --y® ım Körper K(:) lösbar, was wegen 


2 
1= (2-2) — (em 
unmöglich ist. Wäre nämlich xy — yx = 0, so wäre = ex, y= ey, e|1, was wegen 
(x, y) = 1 ergibt, daß x? — = y° eine ganze rationale Zahl ist. Da /p ungerade Zahlen 


darstellt, wo f eine Form vom ersten und @ vom zweiten Typus ist, so ist ix? — D’y? 
und mithin f,(z, y) einer solchen Form nicht äquivalent. Demnach ist R=2r, wo 
R bzw. r die Anzahl der nicht äquivalenten rationalfähigen Klassen bzw. Hyperklassen ist. 


Anmerkung 1. Es ist hier von Wichtigkeit zu betonen, daß die Tatsache, daß die 
Gleichung ar? +bay + cy? = e?, e= +1, e= +1 in ganzen algebraischen Zahlen 
lösbar ist (s. Satz 5), für den Beweis des Hauptsatzes von wesentlicher Bedeutung 
ist. Nur dann können wir in der Gleichung (23) annehmen, daß 5 eine ganze rationale 
. Zahl ist. 


Anmerkung 2. Ebenso ist die Voraussetzung, daß die Klassenzahl von K(Y— g) 
ungerade ist, von wesentlicher Bedeutung. Es sind nämlich nur für solche Körper 
die Hilbertschen Ergebnisse bewiesen. 





Eingegangen 15. Juni 1935. 
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Zur Reinhardtschen Kennzeichnung der Kreisbogen. 


Aus einem Schreiben an Herrn Reinhardt. 


Von Otto Haupt in Erlangen. 


1. Die von Ihnen vermutete Kennzeichnung der Kreisbogen !), auf welche Sie 
mich neulich aufmerksam machten, kann folgendermaßen ausgesprochen werden. Wir 
definieren: Eine Punktmenge M möge lokal in sich kongruent heißen, wenn zu irgend 
zwei Punkten P,, P, von M stets Umgebungen U(P,;M) und UP,;M) auf M sich 
finden lassen von folgender Art: UP,;M) und U(P,;M) sind durch kongruente Ab- 
bildung ineinander überführbar, wobei P, auf P, abgebildet wird *). Dabei ist z. B. 
UP,;M) der Durchschnitt von M mit einer (zweidimensionalen) Umgebung U(P,) 
von P, in der Ebens, also: U P,;M) =M „UlP,). Dann lautet die fragliche Behauptung: 

Jeder ebene, lokal ın sich kongruente Jordanbogen DB ist ein Kreisbogen oder eine 
Strecke ?). 

Sıe selbst haben (vgl. Fußnote 1, a.a. ©.) den Beweis dieser Behauptung bereits 
erbracht: Erstens für den Fall eines Jordanbogens B® mit stückweise stetiger Krüm- 
mung; zweitens für den Fall, daß die „Kongruenzumgebungen‘“ U[P,;8B)=B - WP;,) 
für alle ?P, von B eine „von Null verschiedene untere Grenze‘ besitzen, d.h. daß die 
zu den U(P,; 3) gehörigen U(?,) sämtlich eine feste Kreisscheibe enthalten. Nach- 
stehend soll nun die Behauptung auch ohne einschränkende Annahmen über den Jordan- 
bogen bewiesen werden. 


2. Zum Beweise unserer Behauptung bemerken wir zunächst: Ist 8 lokal kon- 
gruent in sich, so gilt folgendes: 


a) Zu den auf 3 beliebig gewählten Punkten P,, P, gibt es (unendlich viele) 
Paare von beliebig kleinen, kongruenten Umgebungen U(?P,; 8) und U(P,; 8). Denn 
jede in einer U(P,; B) enthaltene Umgebung von P, ist kongruentes Bild einer in 
U(P,; 8) enthaltenen Umgebung von P,, wobei P, Bild von P, wird. 


b) Wird mit E irgendeine kongruenzinvariante ?) Eigenschaft lokaler Natur be- 
zeichnet und kommt E dem Bogen 8 in einem einzigen Punkte ?’ zu, so kommt E 
dem 3 überhaupt in jedem Punkte zu. 


1) Nach Mitteilung von Herrn Reinhardt ist diese Frage bei seinen Untersuchungen über Zerlegungsbereiche 
aufgetaucht: Über die Zerlegung der euklidischen Ebene in kongruente Bereiche, Sitz.-Ber. d. preuß. Akad. d. Wiss., 
physikal.-math. Klasse 1928, S.26 ff., vgl. insbes. Fußnote 3, Seite 45. 

1%) Man beachte die (in der Schreibweise nicht zum Ausdruck kommende) Abhängigkeit von U(P,; M) 
nnd UP,;M) bzw. von U(P,) und U(P,). 

*) Unter einem Jordanbogen oder einfachen Bogen ® verstehen wir hierbei nicht das topologische Bild ® einer 


abgeschlossenen Strecke, sondern das in ® enthaltene Bild des offenen Kerns der Strecke. 
®) d. h. invariant gegenüber beliebigen kongruenten Transformationen. 
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2, 1. Wir erledigen zuerst den Fall, daß ® lokal in sich kongruent ist und Strecken 
als Teilbogen enthält. Ist P’ innerer Punkt einer solchen Teilstrecke, besitzt er also eine 
geradlinige Umgebung, so besitzt (vgl. Nr.2,b) jeder Punkt P von Beine Strecke als 
Umgebung auf ®. Jeder abgeschlossene Teilbogen 8’ von ® kann folglich (wegen der 
Kompaktheit von 3’) mit endlich vielen Strecken völlig überdeckt werden, muß also 
selbst eine Strecke sein. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann daher angenommen 
werden, daß B keine Teulstrecken enthält. 


2,2. Wir beweisen jetzt, daß jeder lokal in sich kongruente Jordanbogen 8 
(mindestens) einen konvexen Teulbogen enthält. Zu dem Zwecke bezeichnen wir ®) als 
Punkt mit Stützstrecken an 3 jeden Punkt P* von 8, zu welchem eine abgeschlossene 
Halbkreisscheibe 9 = H(P*) mit dem Zentrum ?* gehört von folgender Eigenschaft: 
Alle Punkte des Durchschnittes 9 r ® liegen auf dem Durchmesser d, von welchem 9 
begrenzt wird. Diesen Durchmesser nennen wir eine Stützstrecke in P* an 8; mit d 
ist auch jede beliebig kleine in d enthaltene, von P* halbierte Strecke eine Stützstrecke 
ın P* an ®. Nun liegen ın jedem Falle auf dem einfachen Bogen ® die Punkte mit 
Stützstrecken dicht ?) (also auch dann, wenn ® keinen konvexen Teilbogen enthalten 
sollte). Es sei daher P* ein Punkt mit Stützstrecken an ®. Wegen Nr. 2, b) ist dann 
überhaupt jeder Punkt P von ® ein Punkt mit Stützstrecken an B; m.a. W.: Es gibt 
auf ® keinen Punkt ohne Stützstrecken an 8. Dann aber muß 8 konvexe Teilbogen 
enthalten ®), wie behauptet. 


2,3. Es sei $ ein konvexer Teilbogen des lokal in sich kongruenten Jordan- 
bogens ® und P, ein auf $? innerer Punkt von $. Jede hinreichend kleine Umgebung 
von P, auf Bist dann ebenfalls konvex. Zufolge Nr.2,b) besitzt also überhaupt jeder 
Punkt P von B eine konvexe Umgebung BP = B(P; 3) auf B, d.h. Bist „konvex im 
Kleinen‘‘. Wegen der Konvexität von Kl liegen auf $ gewöhnlich differenzierbare Punkte 
P, dicht, d.h. solche Punkte, in welchen $ keine Ecke besitzt. Daher ist überhaupt 
jeder Punkt von 9 gewöhnlich differenzierbar. Wegen der Konvexität von B ım 
Kleinen folgt aber aus der Existenz der Tangente ohne weiteres die Stetigkeit der 
Tangente. Es besitzt daher ®B in jedem Punkte sogar eine stetige Tangente. 

2,4. Es sei nun ® wieder eine konvexe hinreichend kleine Umgebung von P 
auf ® und 3 wieder lokal in sich kongruent. Bei passender Wahl (rechtwinkliger) 
kartesischer Koordinaten ist dann ® darstellbar durch y=f(z), mit ar sb, wo 
f(x) konvex und stetig differenzierbar ist in [a, 5]. Folglich besitzt die (stetige) mono- 
tone Funktion f’(x) fast überall in [a, 5], also z. B. für x = c, eine endliche Ableitung ’) 
und daher besitzt f(x) eine endliche zweite Ableitung f’”’(x), z. B. im Punkte C mit der 
Abszisse x = c. Bezogen auf jeweils passend gewählte Koordinaten ist daher auch ® 
in jedem Punkte P zweimal differenzierbar, besitzt also insbesondere in jedem Punkte 
eine eindeutig bestimmte, endliche Krümmung (im klassischen Sinne) gleich 


f’ En. 
+9? 


Da die Krümmung kongruenzinvariant ist, so hat (zufolge Nr. 2, b)) ® in jedem Punkte ? 





*) Nach dem Vorgange von B. Kaufmann, Über die Konvexitäts- und Konkavitätsstellen auf Jordankurven, 
Crelles Journal 164 (1931), $ 1, Nr.1, S. 113. 

5) Vgl. a.a.0.), $1, Nr.2 (letzte Zeile), S. 114. 

*) Vgl. a.a.0.®), $ 4, Nr. 10, S. 122. 

”) Vgl. z.B. Montel-Rosenthal, Integration und Differentiation, Enzyklopädie d. math. Wiss. IIC 9b, 
S. 1092/93. 
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die gleiche endliche Krümmung k. Wäre k=0, so wäre die Umgebung ® von ? eine 
Strecke, gegen die in Nr. 2, 1 getroffene Verabredung. Ist aber k # 0, so kann die Um- 


gebung eines jeden Punktes auf ® nur ein Kreisbogen vom Radius -- sein ®). Weilnun 


k 
jeder abgeschlossene Teilbogen von ® mit endlich vielen derartigen Kreisbogen über- 
deckbar ist, muß ®B selbst ein Kreisbogen von eben diesem Radius sein, w. z. b. w. 


3. Zum Schlusse sei noch auf einige Verallgemeinerungen Ihrer Fragestellung 
hingewiesen, zu denen man bei den vorstehenden Betrachtungen von selbst geführt 
wird. Eine volle Erledigung dieser Verallgemeinerungen ist hier nicht beabsichtigt. 


3,1. Der im Vorangehenden angegebene Beweis Ihres Satzes ist in seinem ersten 
Teile (Nr. 2,1—2, 3) rein projektiver Natur. 

Wir kommen so zu der etwas allgemeineren Frage: Es sei B ein lokal in sich pro- 
jektiver ®) Jordanbogen (in der Ebene). Ist ® Teulbogen einer ebenen Kurve, welche bei 
einer (eingliedrigen) Gruppe projektiver Transformationen in sich übergeht ? 


Sicher ist jedenfalls, daß ein lokal in sich projektiver Bogen konvex im Kleinen 
(und in jedem Punkte zweimal diflerenzierbar) sein muß. 


3,2. Zur Ausdehnung unserer Frage auf den Raum A,, allgemein auf den A,, 
gelangen wir von der Bemerkung aus, daß Kreis und Gerade unter den z. B. zweimal 
stetig differenzierbaren ebenen Kurven gekennzeichnet sind durch die Konstanz der 
Krümmung. Im A, haben wir die Schraubenlinie als Kurve konstanter erster und 
zweiter Krümmung !°). Allgemein können wir als Schraubenbogen im R,„ jeden n-mal 
stetig differenzierbaren Bogen des A, bezeichnen, längs dessen jede seiner n — 1 
Krümmungen konstant ist !!). Man kommt so zur Frage: Sind die Schraubenbogen des 
R„ gekennzeichnet durch lokale Kongruenz in sich ? 


Läßt man nur n-mal stetig diflerenzierbare Bogen zur Konkurrenz zu, so ist diese 
Frage ohne weiteres zu bejahen; es folgt das aus der Bewegungsinvarianz der Krüm- 
mungen in Verbindung mit ihrer vorausgesetzten Stetigkeit. — Die Behandlung des 
allgemeinen Falles, also ohne Differenzierbarkeitsannahmen, würde entsprechend wie 
ım Falle des A, gelingen, wenn man zeigen könnte: 1. jeder lokal in sich kongruente 
Bogen enthält einen Bogen n-ter Ordnung; 2. dieser Bogen n-ter Ordnung ist n-mal 
stetig differenzierbar; hierbei wären u. a. die bekannten Differenzierbarkeitseigenschaften 
der Bogen n-ter Ordnung heranzuziehen. 


Weitere Verallgemeinerungen liegen auf der Hand. 


®) Wie man etwa durch Auflösung der Differentialgleichung kf’’= (1+ pr) ? leicht bestätigt. 

9») B heißt lokal in sich projektiv, wenn zu irgend zweien seiner Punkte P,, P, Umgebungen U(P,;®) und 
UP,; 8) existieren, welche projektiv so aufeinander abgebildet werden können, daß P, und P, einander entsprechen. 

10) Vgl. Duschek-Mayer, Lehrbuch der Differentialgeometrie 1, Leipzig und Berlin, 1930, S. 49 und 77. — 
Ist die zweite Krümmung Null, so haben wir Kreis oder Gerade. 


'!) Unter den „Krümmungen“ k,...,%,__, des betrachteten Bogens ® verstehen wir die Koeffizienten seiner 


„natürlichen“ Gleichungen (Frenetformeln). Ist s der kleinste Index, für welchen k, = 0, so liegt ® in einem 
s-dimensionalen linearen Unterraum des R„, aber in keinem niedrigerdimensionalen. Vgl. a.a.0.!°) 2, 8.72 ff. 


Eingegangen 13. Juli 1935. 
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Über die Darstellungen endlicher Gruppen. 
Von Otto F.G. Schilling in Apolda. 


I. Schur !) hat die Vermutung ausgesprochen, daß die absolut-irreduziblen Dar- 
stellungen einer endlichen Gruppe der Ordnung r schon im Körper der n-ten Einheits- 
wurzeln möglich sind. Für Gruppen von Primzahlpotenzordnung n = p’ kann die 
Richtigkeit dieser Vermutung ohne weiteres der bekannten Tatsache entnommen werden, 
daß für diese Gruppen sämtliche Darstellungen monomial sind ?). 

Der nachfolgend gegebene einfache arithmetische Beweis der Schurschen Ver- 
mutung für Gruppen von Primzahlpotenzordnung ist aber vielleicht doch nicht ohne 
Interesse, weil er ein Wegweiser für einen Beweis im allgemeinen Falle sein kann. 


Satz. Die absolut-irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe © von Prim- 
zahlpotenzordnung p” sind im Körper k der p”-ten Einheitswurzeln möglich. 


Beweis. Wir betrachten den Gruppenring ©; = 0, Sk von © über k als 


Koeffizientenbereich. Ist o die Hauptordnung von k, so ist © =.2, S$o eine Ordnung 


von &. Die Diskriminante von ®, ist bekanntlich (p”)”®). Daher ist die Diskrimi- 


nante (einer Maximalordnung) von ®; als Teiler von (p’)” eine Potenz des einzigen 
Primteilers p von pin k. Insbesondere ist diese Diskriminante nicht Null, und daher ist 
6; halbeinfach, also direkte Summe einfacher Algebren A; über k. Die Zentren der 
A, entstehen aus % durch Adjunktion der Charaktere der verschiedenen absolut-irre- 
duziblen Darstellungen von © Da diese Charaktere sämtlich in %k liegen, ist k selbst 
Zentrum aller A;, d.h. die A, sind normale einfache Algebren über k. Die Diskrımi- 
nanten der A; sind als Teiler der Diskriminante von ©; Potenzen von p. Da k total- 
imaginär ist — der triviale Fall p” = 2! kann beiseite gelassen werden —, haben also 
die A, sämtlich höchstens die eine Verzweigungsstelle p. Nach der arithmetischen Theorie 
der normalen einfachen Algebren über einem algebraischen Zahlkörper geht das aber 
nur, wenn die A; über k zerfallen, da sonst mindestens zwei verschiedene Verzweigungs- 
stellen vorhanden sein müssen *). Daher ist k Zerfällungskörper für alle A,. Das läuft 
auf die Behauptung hinaus. 


!) I. Schur, Arithmetische Untersuchungen über endliche Gruppen linearer Substitutionen, Berl.-Ber. 1906. 

2) A. Speiser, Gruppentheorie (2. Aufl., Berlin 1927), Satz 169. 

®) Hierzu und zu den folgenden Feststellungen siehe E. Noether, Hyperkomplexe Größen und Darstellungs- 
theorie, Math. Zeitschr. 30 (1929), $$ 24, 26, oder B. L. van der Waerden, Moderne Algebra II (Berlin 1931), Kap. 17. 

*) Siehe hierzu H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe über einem algebraischen 
Zahlkörper, Math. Ann. 107 (1933), Satz (6. 54). 


Eingegangen 26. August 1935. 
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Zur Theorie der komplexen Multiplikation. 1. 


Von Masao Sugawara in Tokyo. 


In der Begründung der Theorie der komplexen Multiplikation von Herrn Hasse !) 
ist die Frage, ob sich jeder relativ abelsche Körper über einem imaginär quadratischen 
Zahlkörper 2 allein durch einen singulären Wert der Weberschen r-Funktion erzeugen 
läßt, offen geblieben. Nach Herrn Hasse ist nämlich 

Kın _ AUrit*), j(E)) 
der Strahlklassenkörper mod m über 2; über Q(r(f*)) aber war bisher nichts bekannt. 
Im folgenden beweise ich, daß 
Kun = Artt*)), 

unter der Voraussetzung allerdings, daß m ein echtes Multiplum von 4 ist ?). Ich vermute, 
daß die Behauptung allgemein gilt und daß die Voraussetzung nur durch die Beweis- 
methode bedingt ist. Jedenfalls läßt sich über den sogenannten Kroneckerschen Jugend- 
traum folgendes Resultat aussprechen: Jeder relativ abelsche Körper über Q ist in einem 
Körper enthalten, der aus Q durch Adjunktion einer Zahl (f*) entsteht. 

Der Beweis wird in $$ 1,2 zunächst unter voller Benutzung der Hasseschen Theorie 
geführt. In $ 3 wird gezeigt, daß man bei Anwendung des Satzes von der verallgemeinerten 
arıthmetischen Progression die Resultate von H. II, insbesondere das Prinzip der kom- 
plexen Multiplikation, nicht zu benutzen braucht; die Hassesche Theorie erfährt dann eine 
gewisse Vereinfachung. 

$1. Für jede Strahlklasse f* mod m ist der Körper Q(r(f*)) als Teilkörper des 
über Q abelschen Körpers K„ selbst abelsch, also sicher galoissch über %. Da die Ge- 
samtheit der r(f*) ein volles System von Konjugierten über 2 bildet (H. II, Satz 21), 
sind alle z(f*) in jedem Q(r(f*)) enthalten, und man erhält denselben Körper, gleichviel 
ob man eine oder sämtliche Strahlklasseninvarianten mod m zu @ adjungiert. Daher 
genügt es zu zeigen, daß die absolute Klasseninvariante j(f) rational durch die sämtlichen 
Strahlklasseninvarianten mod m darstellbar ist. 


$ 2. Nunmehr setze ich voraus, daß Q + P(Y—1),P(Y— 3), was erlaubt ist, 
da in diesen beiden Körpern die Klassenzahl gleich 1 und daher die Behauptung evident 
ist. Es sei 4|m, m # A und r(f*) = r(o|a) eine Strahlklasseninvariante. Es gibt genau 


h u. 
vier mod m inkongruente durch 5 teilbare ganze Zahlen &, = 0 mod” m, ®,, a. 3. 


Für die Zahlen 5 = r((l + ®,)o|a) (= 0,1,2,3) gilt: 


1) H. Hasse, Neue Begründung der komplexen Multiplikation I, II; Journ. f. reine u. angew. Math. 157 (1927), 
165 (1931); im folgenden zitiert als H. I, H. II. Die vorliegende Note schließt sich an diese Arbeiten an. Von 
den dortigen Bezeichnungen mache ich ohne nochmalige Erklärung Gebrauch. 
*) Meine frühere Note, On the So-called Kronecker’s Dream in Youngdays (Proc. Phys.-Math. Soc. of Japan 
15 (1933)), worin ich einen ähnlichen Satz beweisen wollte, enthält ein Versehen. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 4. 25 
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(1) Die r; sind Strahlklasseninvarianten mod m. 
(2) ;#r, wenni=#]). 
(1) folgt daraus, daß 1 + o; wegen A|m prim zu m ist, (1 + ;)o also von der Form 


T; a ’ a = 
ie mit ganzem zu m primem rt; ist. Wenn (2) falsch wäre, folgte 


+o)e=+(-+ow)o md*a, A+o;=+(1+ 0,) mod* m. 
©; = @; ist gegen die Wahl der &; 1+; = — (1 + o;,) ist ebenfalls unmöglich, da 
sonst 5 in 2, also min 4 aufginge. Ferner sind die drei Zahlen »,0, ®g0, zo drei ver- 
schiedene Halbperioden der Funktion r(u|a), da sie einerseits mod* a inkongruent sind, 
andererseits bei Verdoppelung = 0 mod* a werden. 


Das Additionstheorem der Weierstraßschen p-Funktion für ein beliebiges Argument 
u und eine Halbperiode Ah lautet wegen p’(h) = 0 


A(p(u + h) + Plu) + plh)) (plu) — p(h))? = p’(u)? = Aplu)? — g,Plu) — 8; 
und auf (u) = r(u|a) umgerechnet (über den Zusammenhang mit p(u) siehe H. |, 
Seite 127) 
(z(u + h) + (u) + z(h)) (t(u) — t(h))? = t(u)? — Ar(u) + B, 
wobei A =3j(a) (j(a) — 2°3%), B=2j(a) (j(a) — 2%39)?. Darin werde eingeführt h = o,o, 
u = (1 + o;)e, also r(u) = r.. Dann folgt, wenn u +h) = ti ++ o,)la) =T; 
gesetzt wird, 
(*) (;+%+ h)) (un — ch)? = —Ar+B. 
Dabei ist 7,= 7,7, = 7, und wegen &, + &; = w;mod* m ferner , = 1,7, = Tr, 
Die Auflösung der Klammern ergibt vier lineare inhomogene Gleichungen für die zu 
bestimmenden Zahlen 
z(h)® —B ’ A ’ z(h)? E Te z(h) 
mit der Determinante 
1% 9-n 2% +%)% 
I ur (2%+ v)7 
1 n—% (27,4 1%)% 
1 nr (+ 7%)7| 
Der erste Faktor ist von Null verschieden, denn wenn + 7, =T, + T3 = 0 wäre, SO 
folgte aus (*), daß die Gleichung dritten Grades für die 7; 


(o + t(h)) (u; — th)? = — Av +B 
die vier verschiedenen Wurzeln 7; hätte. Da auch die beiden anderen Faktoren nicht Null 
sind, läßt sich das Gleichungssystem im Körper Q(r(f*)) auflösen. Daher ist 


=+Hn—-.— 3) (y — T)(T — 75). 


in Q(r(f*)) enthalten, wie zu zeigen war. Es ist also bewiesen: 

Es sei Alm, m #4 und t(f*) eine Strahlklasseninvariante mod m; dann ist Qr(f*)) 
der Strahlklassenkörper mod m über Q. 

$ 3. Das eben bewiesene Resultat soll jetzt noch einmal ohne Benutzung der 
Theorie von H. Il, also insbesondere ohne das Prinzip der komplexen Multiplikation, 
abgeleitet werden. Dabei wird über die Klasseninvarianten j(f), r(f*) nur ihre Defini- 
tion, die einfachen Verschiedenheitsaussagen aus H. I und die fundamentale Kongruenz 


z(f*)” = r(f*f$) modp 
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für die Primideale p ersten Grades mit den in H. I, Satz 23 angegebenen endlich vielen 
Ausnahmen gebraucht. 

Nach dem Satz von der verallgemeinerten arithmetischen Progression kann man 
jede Strahlklasse mod m durch eins der angegebenen Primideale p repräsentieren. Es 
sei nun für eine zunächst feste Strahlklasse f* vorausgesetzt 

(**) (tr) = u(f*H). 

Für eine andere, f*ff, folgt dann aus der obigen Kongruenz 


Er)? = rer), Tri? = rer), 
also 
Pr) = rettet) modg. 
Da das für unendlich viele q gilt, folgt (!*f%) = r(f*fkff). Gleichung (**) gilt also 
für alle Strahlklassen Ff*. 
Nun ist 
tr) = el, em) = ren). 


Ist £ ganz und zu m prim, so ist r(£o|a) = r(f*ff) eine andere zur gleichen absoluten 
Idealklasse wie f* gehörige Strahlklasse mod m, und r(f* ff) = r(£e ). Nach dem 


eben Festgestellten ist daher 
rel) = r(ee] 2). 
Durch die Methode von $2 ergibt sich daraus, da die Zahlen w; nicht von a abhängig 
sind, 
[a 
ie) = (4). 
Da die absoluten Klasseninvarianten sämtlich voneinander verschieden sind (H. I, 
Satz 6), liegt also p in der absoluten Hauptklasse. Da die Strahlklasseninvarianten, 
die zur selben absoluten Idealklasse gehören, sämtlich voneinander verschieden sind 
(H. I, Satz 20), gehört p nach (**) sogar zum Strahl mod m. Die sämtlichen Strahl- 
klasseninvarianten mod m sind daher voneinander verschieden. Aus dieser Tatsache 
ergibt sich nach dem Vorbild von H. I, Satz 24 ohne weiteres das Zerlegungsgesetz von 
Qr(f*)), und zwar das Klassenkörperzerlegungsgesetz für den Strahlklassenkörper 
mod m. Damit ist das Resultat von $2 auch auf diesem Wege erreicht. 
Bei der Redaktion dieser Arbeit haben mir die Herren Franz und Iyanaga ge- 
holfen; ich möchte ihnen meinen herzlichen Dank aussprechen. 





Eingegangen 29. März 1935. 


1 
or 
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Der Euklidische Algorithmus in quadratischen Körpern, 


Von H. Behrbohm und L. Redei in Göttingen. 





Existiert in einem absolut quadratischen Zahlkörper Ä(Ym), m ganz rational, 
quadratfrei, zu je zwei ganzen Zahlen x und ß #0 eine dritte ganze Zahl y derart, 
daß 

INa — By)|<|IN(B)| 
ist, so sagen wir, K(ym) besitze den Euklidischen Algorithmus, kurz: den E. A. 

Unter den imaginären K(ym) haben nach Dickson!) genau die fünf Körper mit 
m = —A1, —2, —3, —7, — 11 den E.A. Bei den reellen KÄ(ym) existiert der E.A. 
für m = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37,41. Bis auf m=19 und die drei 
letzten von Oppenheim?) und Remak?) behandelten Fälle geht dies auf Perron®) zurück. 
m = 19 wurde von Berg’) behandelt; derselbe bewies auch, daß im Falle m =# 1 (mod 4) 
außer den hier genannten Körpern keine weiteren mit E. A. existieren, nachdem schon 
Hofreiter®) die Restklasse 14 (mod 24), Oppenheim die Fälle m = 23, 31 erledigt hatte. 
Letzterer bewies die Nichtexistenz auch für m = 53, welcher Fall unter die hier fol- 
genden allgemeineren Resultate fällt. 

In dieser Arbeit, deren Resultate uns größtenteils schon im Oktober 1934 bekannt 
waren, bringen wir u. a. nochmals Beweise für die Resultate Bergs. Es scheint uns näm- 
lich, daß wir das Problem allgemeiner in Angriff genommen haben, als dies bis jetzt 
geschah. Denn zunächst setzen wir auseinander, welche Fälle von vorneherein nur in 
Frage kommen können. Dies geschieht in 1. Dann aber greifen wir auch alles von 
einem umfassenden Gesichtspunkt aus an durch Aufstellung eines Hilfssatzes in 2, 
auf dem alle Nichtexistenzbeweise des E. A. ım folgenden beruhen. So können wir in 
3 und 4 kürzer als Berg den Fall m =1 (mod 4) erledigen. In 5 wird m = 19 dis- 
kutiert. Im Gegensatz zu Berg führen wir dies detailliert aus, da der Existenzbeweis 
für diesen Fall schwieriger ist als für die übrigen oben genannten Fälle. Unser Beweis 
ist ökonomischer als der Bergsche, da bei uns nur zehn Koordinatenpaare, bei Berg aber 
deren fünfzehn benötigt werden. 

Die Abschnitte 6 bis 10 beschäftigen sich mit dem Fall m =1 (mod 4). In 6 stellen 
wir nämlich einen allgemeinen Satz auf, mit dessen Hilfe man in gewissen Fällen auf 


1) L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zürich 1927, S. 151. 

®) A. Oppenheim, Quadratiec fields with and without Euelid’s algorithm, Math. Annalen 109 (1934), S. 349—352. 

3) R. Remak, Über den euklidischen Algorithmus in reell-quadratischen Zahlkörpern, Jahresbericht d. D.M. V. 
44 (1934), 5. 238—250. 

*) O. Perron, Quadratische Zahlkörper mit Euklidischem Algorithmus, Math. Annalen 107 (1932), S. 489—49. 

5) E. Berg, Über die Existenz eines Euklidischen Algorithmus in quadratischen Zahlkörpern, Kungl. Fysio- 
grafiska Sällskapets i Lund Förhandlingar 5 (1935), Nr. 5. 

6) N. Hofreiter, Quadratische Zahlkörper ohne Euklidischen Algorithmus, Math. Annalen 110 (1935), S. 194 


bis 196. 
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die Nichtexistenz des E. A. schließen kann. In 7 ziehen wir aus diesem Satz eine inter- 
essante Folgerung als Vorbereitung für die Entwicklungen in 8 und 9. Es sei m=pgq 
das Produkt der beiden Primzahlen p und gg, p=q=3 (mod 4), 3<p<g. Dann 


q 


bringt 8 im Falle des Bestehens des E. A. in Ä(ym) eine Abschätzung von nach 


oben, die für p > 2500 insbesondere qg < 2p liefert. 9 dagegen lehrt, daß in Ä(j m) 
der E. A. nicht existiert, falls überdies m = 5 (mod 8) ist”). In 10 wird unmittelbar 
auf Grund von 6 gezeigt, daß außer den erwähnten m = 5 und m = 29 keine weiteren 
Primzahlen der Klasse 5 (mod 24) zu einem Ä(ym) mit E. A. führen. 


1. Existiert in Ä(ym) der E. A., so hat A(ym) die Klassenzahl 1. Wir bezeichnen 
mit p,g durchweg positive Primzahlen und beweisen: 


Hat ÄA(ym) die Klassenzahl 1, so sind nur die folgenden Fälle möglich: 
I. m=p=1 (mod 4) 

Il. m = pg =1 (mod A), p=qg = 3 (mod 4) 

Ill. m = 2 oder m = 2p, p=3 (mod 4) 

IV.m=p=3 (mod 4). 


Sei nämlich D die Diskriminante von KA(ym), d.h. D= m bzw. Am, je nachdem 
m=1 oder #1 (mod 4) ist. Es bezeichne weiter h die Klassenzahl des Körpers im 


’ h ne h h h 
gewöhnlichen Sinne und A, die im engeren Sinne. Dann ist h = n dann und nur dann, 


. 


wenn für die Grundeinheit e des Körpers N(e)= +41 gilt, sonst ist stets Ah, = Äh. 


Es ist 2°"“|h,, wobei e; ((= 2,4) die Anzahl der durch i teilbaren Invarianten der 
absoluten im engeren Sinne genommenen Klassengruppe des Körpers ist. Es folgt 
also 2°] A, wobei x= 0 oder A ist, je nachdem ob N(e) = —A oder +1 ist. 
Ist daher = 1, so muß , +e,— x =0 sein. Dann ist aber nu , =0 (, =r=0) 
oder a =1,e,=0, r=1 möglich. Nach einem Gaußschen Satze ist = vr —1, 
wo unter » die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von D verstanden wird; im ersten 
Falle ıst also D eine Primzahlpotenz, m eine Primzahl. Im zweiten Falle hat D genau 
zwei verschiedene Primteiler. D läßt sich dann eindeutig als Produkt D, D, darstellen, 
wobei auch D,, D, Diskriminantenzahlen sind, die die Gestalt — 4, 8, — 8, p oder — p 
haben. Im Sinne von Redei®) ist jetzt D,, D, die einzige eigentliche D-Zerfällung. D, 
und D, können nicht beide positiv sein. Dann würde nämlich aus dem Satze von Redei?) 
bzw. Dirichlet?) folgen, daß e, = 1 bzw. x = 0 ist, je nachdem die D-Zerfällung D,, D, 
von der zweiten Art ist oder nicht. Dies ist aber nach dem Vorigen unmöglich. Im Falle 
eines zusammengesetzten D müssen also D, und D, beide negativ sein, d.h. es muß 
D= (—4) (—p) oder (—8)(—p) oder (—p) (—g) sein mit p=q=3 (mod 4). 
2. Nach Perron läßt sich die Bedingung für den E. A. so umgestalten: 


Im Körper K(ym) existiert der E. A. dann und nur dann, wenn für jedes rationale 
Zahlenpaar a, b im Falle m #1 (mod 4) die Ungleichung 


(1) ea? —my— bl <A, 
im Falle m = 1 (mod 4) dagegen die Ungleichung 


°) Nach einer brieflichen Mitteilung kann Herr Berg dies auch beweisen. 

®) L. Redei und H. Reichardt, Die Anzahl der durch 4 teilbaren Invarianten der Klassengruppe eines beliebigen 
quadratischen Zahlkörpers, dieses Journal 170 (1933), S. 70. 

®) A.a.0.®), S. 73 bzw. 74. 
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(2) gr N - 5) |<1 (x = y (mod 2)) 


in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar ist. 
Wir bezeichnen mit r eine ganze rationale Zahl, für die O<r< m gilt und für 


die überdies die Kongruenz 
(3) x®=r (mod m) 


mit ganzem rationalen x lösbar ist. Sei z eine solche Lösung von (3). Indem wir 


0, de — setzen, erhalten wir aus (1) und (2) nach Multiplikation mit m bzw. 4m 


(v‘) Ima® — (my — 2)?| < m 
und 

(2’) |\mx? — (my — 2z)?| < 4m (2 = y (mod 2)). 
Wegen mx? — (my — 3)? = —r (mod m) kann die linke Seite von (1’) nur die Werte 
— r oder m — r annehmen. Analog ist wegen mx? — (my — 22)? = — 4r (mod 4m) die 


linke Seite von (2’) nur der Werte — Ar oder 4m — Ar fähig. Setzen wir also y, = my — 2 
bzw. y, = my — 2z, so haben wir den folgenden 

Hilfssatz. Existiert im Körper K(ym) der E. A. und bedeutet r eine ZahlO<r<m, 
für die (3) lösbar ist, so muß im Falle m = 1 (mod 4) eine der beiden Gleichungen 

(1) me — y = —r ode m — yy=m-—-r, 
ım Falle m = 1 (mod 4) dagegen eine der beiden Gleichungen 

(2) ma? — y% = —Ar ode ma — y=4Am—r) (z=y, (mod 2)) 


ın ganzen rationalen Zahlen x, y, lösbar sein. 

3. Wir betrachten zuerst den Fall m = 2 (mod 4). Da m = 2 erledigt ist, können 
wir nach dem in 1 Gesagten m = 2p mit p=3 (mod 4) setzen. Hat r die Bedeutung 
aus 2 und ist dabei r =5 (mod 8), so ist (mit Jacobischen Symbolen) 


(2-2) (2)--(5)--1 


Außerdem ist wegen m — r=2p —r=1(modB8) auch 


IERWERTE RAN ZU. ET Bert 


Sowohl r als auch m —r enthalten daher je mindestens einen Primzahlfaktor in un- 
gerader Potenz, von dem m kein quadratischer Rest ist. Die Gleichungen (1’’) können 
also nicht bestehen, da sie nicht einmal als Kongruenzen mod r bzw. mod (m — r) be- 
stehen können. Wir haben somit festgestellt: 
Im Falle m = 2 (mod 4) kann in K(ym) der E. A. nur dann existieren, wenn alle 
ganzen Zahlen = 5 (mod 8) im Intervall 0,2p quadratische Nichtreste mod p sind. 
Wann kann dies nun eintreten ? Es sei zunächst p=3(mod8) und p >16. 


Dann gibt es eine ganze rationale Zahl A mit = <A< 4 für die sowohl 16A — p 


als auch 84 — p zwischen O0 und 2p liegen und = 5 (mod 8) sind. Wegen (5) = —1 


ist aber die eine dieser beiden Zahlen quadratischer Rest mod p. Auch bei p = 11 ist 
5 quadratischer Rest mod p. — Ist zweitens p = 7 (mod 8), p > 16, so gibt es ein ganzes 


< A< 4 für das jetzt die beiden Zahlen 16A —5p und 


rationales A mit 
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— 8A + 3p zwischen 0 und 2p liegen und = 5 (mod 8) sind. Wegen (=) = —1 ist 


aber wieder die eine von ihnen quadratischer Rest mod p. 

Zusammen mit den erwähnten, sich auf m =, 6, 14 beziehenden Resultaten 
von Perron und von Hofreiter haben wir daher den 

Satz. Im Falle m = 2 (mod 4) existiert in K(ym) der E. A. nur für m = 2 und 
m=6d. 

4. Es sei jetzt m=3 (mod 4). Nach Nummer 1 beschränken wir uns auf den 
Fall m= p=3 (mod 4) und wählen r in seiner Bedeutung aus Nummer ®2 überdies 
so, daßr=—p +5 (mod 8) ist. Dann ist r durch 2, aber nicht durch 4 teilbar. Die 
Gleichung (1’’) mit der rechten Seite — r ist dadurch von vorneherein unmöglich. Denn 
x und y, müßten beide ungerade sein, so daß mod 8 die Kongruenz p —1 = —r folgen 
würde im Widerspruch zur Wahl von r. Es bleibt also nur noch übrig, die Gleichung (1’”) 
mit der rechten Seite m — r= p—-r zu betrachten. Da jedoch 


EREIEHET BIC BEE 


ist, so ist auch sie nach der in 3 gebrauchten Schlußweise unmöglich. Wir haben: 


Im Falle m = p=3 (mod 4) kann in Ä(ym) der E. A. nur existieren, wenn alle 
ganzen Zahlen = — p +5 (mod 8) ım Intervall 0, p quadratische Nichtreste mod p 
sind. Ist zuerst p= 7 (mod 8), p > 7, so ist p = 23, 31, 47 oder p > 64. Im letzten Fall 
Re ze für dassowohl 84 —2 als 
auch 2p —8(8A —2) zwischen O0 und p liegen. Beide Zahlen sind =—p+5=—2(modß), 
aber eine von ihnen ist quadratischer Rest mod p. — Für p = 23 ist 6, für p= 31 
ist 14, für p = 47 ist 6 quadratischer Rest mod p. 


Ist zweitens p = 3 (mod 8), p > 19, so ist p = 43 oder p = 59 oder p >64. Im letz- 


teren Falle existiert ein ganzes rationales A mit - Mir A< an . + I für das sowohl 
8A + 2alsauch 8(8A + 2) — 2p zwischen O und pliegen. Beide Zahlen sind =2 = —p+5 
(mod 8), aber eine von ihnen ist quadratischer Rest mod p. — Für p = 43 ist 10, 


für p = 59 ist 26 quadratischer Rest mod p. 

Zusammen mit ‘den sich auf m=3,7,11 beziehenden Resultaten von Perron, 
und indem wir das Resultat der nächsten Nummer schon vorwegnehmen, haben wir 
damit den 

Satz. Im Falle m=3 (mod 4) existiert in K(ym) der E. A. nur für m = 3,7, 11, 19. 

5. Es gilt, den E. A. in K(/19) nachzuweisen. Dazu müssen wir zeigen, daß die 
Ungleichung (1) bei m = 19 für jedes rationale Zahlenpaar a,b in ganzen rationalen 
x, y lösbar ist. Offenbar dürfen dabei a und 5 beide auf das abgeschlossene Intervall 
(0,3) beschränkt werden. Unter dieser Beschränkung werden wir dann sogar zeigen, 
daß schon unter den zehn Zahlenpaaren x, y; (i=1,2,..., 10) 

—1i 2 38 4 5 6 789 10 

s=0 — 3 43090 —80 —19 —6 7 —2 

y=0 0 1 9 231 —i8 —A —i 2 0 
stets eine Lösung von (1) zu finden ist. Wird x, y statt a, bin (1) gesetzt, so beweisen wir 
nämlich, daß sämtliche Lösungen in x, y aller zehn Ungleichungen 


(2 — 2% 19(y—yl<i ((=1,2,...,10) 


existiert ein ganzes rationales A mit u A« 
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alle rationalen Zahlenpaare %, ymitO<x,y = % umfassen. Es stellt sich dabei heraus, 
daß alle rationalen Paare x, y mit O<sx,y<# schon dadurch erhalten werden, daß 
wir für jedes (0 <x=s }) alle reellen y aus je einer der Ungleichungen 





vun 1 
bestimmen. Dabei ist <= 19 und 5 =1 für , s0, u = —1 sonst. 


Wir setzen 
(= y + ar Va — az + mo, i=l,u=1;i=2,3,...,10, u +1). 
Die vorigen Ungleichungen lauten dann 
0<y< file), 





f;_,(®) <y< f;(®) Go 2, 3,...%0). 
Offenbar genügt es nun, folgendes zu zeigen: Die Funktionen 
g,(x) . f;.(®) u. (2 .. 1, 2, ... 9) 


et 

sind für O<x= } nicht negativ; für g(x) = 0(i=1,2,...,9) ist entweder x oder 
Fl F,1,_(@)) Arrational; schließlich ist g,,(2) >0 für 0 sı=s}. 

Die letzte Behauptung ist aber wegen 

— on 1 5 1 
Sole) = »V@HFN+i—, > 1 7 >0 

für 2 0 riehtig. — Für das übrige beweisen wir den 

Hilfssatz. Die Funktionen g,(x) (i=1,2,...,9) sind im Intervall O<sı<s} 
monoton zunehmend oder abnehmend, je nachdem i = 3,4 ist oder nicht. 


Ks ıst nämlich 


(2) dg,(x) ( (2 — ı,) 6,12 — 2,,,) 
gig) = = x — On — == 
da Ye — zz + Ye — zH1)? — a4 
oder 
„’ || + ir |Zirıl + R+ı7 
g,(2) = X; = ze os _ —— =. 
vll ts’ + VYllzir| + BHız)? — 041 


Somit ist 
x\) ine, )<o o<2<5). 
y@2+1 YiA-+r—1 . 
Fürı= 2,3,...,9ist |r,| Z 1, so daß beide Brüche in g!(x) positiv sind fürrO sr s}. 
D. h. es ist, wenn || + x = u, gesetzt wird, 
ge) 20, 


Je nachdem 


+1 Zn o 
- ‚dh —oa ‚u2zau8 
1 zu ‘ i + 


N 1 


od er 





m. 


vg. 
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ist. Wegen ||| — |&+ıll 22 ((=2,3,...,9) ist Gleichheit für O<x<} aber 
ausgeschlossen, und x läßt sich einfach streichen: 


BE B > 2 
<< m Uirıı 


d.h. 
— %+1|%i| z %|&i+ıl- 
Wegen « = — | (= 2,3,...,9) geht dies in 
1 1 
BER... © 
Zr > Li 


über. Hieraus folgt der Hilfssatz. 
Auf Grund dieses Hilfssatzes haben wir nur noch zu beweisen, daß 


g,(0) > 0 (= 3,4) 
(5) > 0 (= 2,5, 6,7, 8, 9) 
1 
az) a 


und f,, es = fe - irrational ist. 
Die letzten Behauptungen folgen sofort aus pi == fo R == Vz . Die übrigen 
Behauptungen lauten für = 2,3,...,9 nacheinander: 
—1+.:/15®+1+/25+1)>0, 
— 98 + x(— V3? —1 + V430? +1) >0, 
78 + »(— V430? —1+YV9%0?+1)>0, 
39 + #(— V89,5? — 1 — V80,5°—1)>0, 
— 14 + »(V80,5° +1 — V19,5?— 1) >0, 
—3 + »(V19,5® +1 — 6,5? —1)>0, 
—3 +6,59 +1+V65°+1)>0, 
2 + x(- V6,5° —1—- 1/25 —1)>0. 
Sie lassen sich sofort bestätigen, so daß die Existenz des E. A. in Ä(/19) dargetan ist. 
6. Jetzt wenden wir uns dem Falle m =14 (mod 4) zu, in dem dann nach 1 ent- 
weder m=p oder m=pqg mit p=q=3 (mod 4) ist. 


Es wird im folgenden bequem sein, ein Symbol für den Sachverhalt zu haben, 
daß bei zwei gegebenen ganzen rationalen Zahlen a, b für jede rationale Primzahl s, die 


in d in einer ungeraden höchsten Potenz aufgeht, das Kroneckersche Symbol (*) —1 


ist, daß also, mit anderen Worten, für die Darstellung b = b,b, - - - von b als ein Produkt 


von relativ primen Primzahlpotenzen, die Gleichungen | 5 , = (+) = +... — 1 bestehen. 
2 
Wir wollen das kurz durch 
a\* 
1-1 
wiedergeben. 
26 


Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 4. 











198 Behrbohm und Redei, Der Euklidische Algorithmus in quadratischen Körpern. 


Wir beweisen den 
Satz. Existiert in K(/m) mit m =1 (mod 4) der E. A., so gilt: 
1. Für jede ganze rationale Zahl r mit 


r * 
(2 —4 (!<r<m;(r,m) =1) 
m 
ıst entweder 
2) 
r 
oder 
De En 
r—m 


2. Im Falle eines zusammengesetzien m, wo man dann m=pq mip=qg=3 
(mod A) annehmen darf, ist für jede ganze rationale Zahl r mit 


(=)-(4) (<r<p; (ng)=(r—p,g=1) 


entweder 
* 
(=) — 1, gleichzeitig also auch (2) = (2) y 
oder 


RT —1, gleichzeitig also auch Fa == Fe). 
r—p q p 

Beweis. Wir stützen uns auf den Hilfssatz aus 2. Wird für jedes ganze ratio- 
nale r #0 die ungerade ganze rationale Zahl r, durch r = 2°r, mit ganzem rationalen 
e definiert und bestehen für r die Voraussetzungen von Teil 1, so folgt aus dem ge- 
nannten Hilfssatz, daß entweder 


m 
To 


* 
)= 1 und dabei wegen (2) —= auch (”) === () — 1, woraus 


ist. Im ersten Falle folgt | m 


auf (=) — 1 zu schließen ist mit r = 2°r,. Im zweiten Fallekann man ähnlich schließen, 
| * en: 
da dann ( in... a — 1, wegen (2 —=1 auch (=) = (> = (7) —= 1, also 
| (r— m), m r—m m m 


wieder (=) — 1, wobei Jetzt r — m = 2’(r — m),. Damit ist Teil 1 des Satzes bewiesen. 


Bestehen für r die Voraussetzungen von Teil 2, so ist (3) für gr (statt r) lösbar 
und 0<gr< m. Somit können wir den Hilfssatz in 2 auf gr statt auf r anwenden. Dann 
aber muß , in (2”) durch g teilbar sein, und somit ist in ganzen rationalen x, %, 

px? — qy3 = — Ar oder = 4(p —r) (2 = y, (mod 2)). 
Daraus folgt wieder 


Man schließt nun ähnlich weiter wie früher, da 


DEERKTHRHTGERISCE 


is 


1 


[U Ge > 0 - 
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III 
vn pq p q p q pP q pP q 
Damit ist auch Teil 2 des Satzes bewiesen. 


7. Aus Teil 2 des letzten Satzes ziehen wir für den Fall, daß in K(ym) der E. A. 
vorhanden ist und daß m = pqg mit p=qg=3 (mod 4) gilt, eine später zu benützende 


Folgerung. 
Es gebe nämlich ein ganzes rationales a mit 2<Sasg—1 so, daß 


(0 
2-26) 


Es gebe ferner ein ganzes rationales r mit r = pa (mod g), 0 <r< p, wobei dann natür- 
lich (r,g)=1 und (r —p,g) = (pfa —1),g) =1 ist. Da nach Obigem 


Teure: 


ist, so folgt aus Teil 2 des vorigen Satzes: 


ist. Dann ist 


Somit sind alle ganzen rationalen Zahlen im Innern des Intervalls 0, p, die = pa 
(mod g) sind, von entgegengesetztem quadratischen Charakter mod p wie g. Subtrahiert 
man pa von allen diesen Zahlen, so erkennt man, daß alle durch g teilbaren ganzen 
rationalen Zahlen im Innern des Intervalls — pa, — p(a — 1) ebenfalls von entgegen- 
gesetztem quadratischen Charakter mod p sind wie g. Teilt man alle diese Zahlen durch 


q, so folgt also, daß die ganzen rationalen Zahlen im Intervall — : ad, — z (a—1) 


quadratische Nichtreste mod p, d. h. die ganzen rationalen Zahlen des Intervalls 
e (a —1), ru quadratische Reste mod p sind. 


Daraus ergibt sich gleich allgemeiner: Sind x, y (O <xz<y<p) ganze rationale 
Zahlen derart, daß die ganzen rationalen Zahlen des Intervalls x, y aus lauter quadra- 
tischen Resten mod g bestehen, so sind alle ganzen rationalen Zahlen des Intervalls 
Pp„_? 

Mau T, Pi. BEE 


: y quadratische Reste mod p. 


Wir nennen die Zahlen x,2% + 1,...,y eine Sequenz für q, wenn außer 


2)-)- --(%)=-1 


z—1 y+i ’ ke wo i 
noch ei = e +41 gilt. Die Anzahl der Glieder dieser Sequenz ist 
q q | 
y—x2-+1(22). Ordnen wir dieser Sequenz das Intervall i= x, y zu und bezeichnen 
wir das Intervall cx, cy(c >0) einfach mit ci, so sieht man nach Vertauschung von p 
und g: 
Sind unter den eingangs über m gemachten Voraussetzungen i,k,l,... die allen Se 


quenzen für p zugeordneten Intervalle, so sind die Intervalle Ti, 2 k, - l,... paa 


P AH 


a 
“u 
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ohne gemeinsame Punkte, und alle in ihnen gelegenen ganzen rationalen Zahlen sind qua- 
dratische Reste mod q. 

8. Mit Hilfe dieser Tatsache beweisen wir nun den 

Satz. In K(j/m) gelte der E.A. Essim =1 (mod 4),m = pg, p=q = 3 (mod 4), 
p<0g. Dann ıst 


1<3p+17+ , fürp>7 


und sogar 
q<2p für p > 2500. 
Beweis. Es bezeichne p(a,, @s,...,a.) die Anzahl der Lösungen von 


(7) = a, (42) = a... (FI) = ,0<r<p, 
p p P 


unter @,,@g,...,qa, irgendein System von Zahlen + 1 verstanden. Dann ist nach 
Lagrange 





BR A 
(%) Pa,= [2], 
nach Jacobsthal 1°) 
str 

(5) pa,1,1)=|R| 

und nach Hasse !!) 
| p|_6Vp +2 
(6) ‚p(a, Aa, Az, a) Ze 16 | < 16 . 


Bezeichnet noch p,(e 2 2) die Anzahl der e-gliedrigen Sequenzen für p im obigen 
Sinne, so kann man (4) offenbar in der Gestalt 


(7) Ene-n=|2| 
e=2 
schreiben. Ähnlich folgt aus (5) 
(8) Nne—2n=|P|. 
Weiter ist p(—1,1,1,—1)= ps —1 oder = p,, je nachdem nämlich die Anfangs- 


werte der Folge (>) (7) (7) ... die Zahlen 1,4, —1 sind oder nicht. Jedenfalls 


ist also nach (6) 








p—6Vp—22_ „p+6Vp +38 
(9) zT: Pz 16 i 


Aus (7) und (8) folgt sofort 
o ger-[el-Il 
iM gm-l-[ 


eS2 


10) E. Jacobsthal, Anwendungen einer Formel aus der Theorie der quadratischen Reste, Dissertation Berlin 
1906, 8.29. 

11) ]I. Hasse, Abstrakte Begründung der komplexen Multiplikation und Riemannsche Vermutung in Funk- 
tionenkörpern, Abh. Math. Sem. Hamburg 10 (1934), S. 325—348, insbesondere S. 347. 








»' 


PRRIRERGET VE REN PERETEEE  © 





let En « an a 
2 EEE ER FE RS 
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und hieraus 


2p +39 +4p+5 D.<2| 2] IR], 


ez=dD 


rn menealt]-IR] 


e 22 


Daraus ergibt sich nach (10) 
D 
(12) 29 +n23|#|-al2] -37,. 


Ist nun iv ein Intervall der Länge i, das einer Sequenz (aus i + 1 Gliedern) für p zu- 


9 i ganze rationale Zahlen. Da alle 


q 








geordnet ist, so enthält das Intervall r i wenigstens 


diese nach Obigem quadratische Reste mod g sind, gibt es darunter wenigstens iıı — 2 








solche Zahlen r, für welche 2) zu = ) = =) —4 ist. (Natürlich hat diese 


Aussage nur einen Sinn, wenn r i —2>0ist.) Offenbar ıst also 


(13) Zelt 1-2) <at,1,0. 


(Die Anzahlfunktionen g(a,, as, ... ., a,) bzw. q, sind für q analog definiert, wie das oben 
für p geschah.) Genau so folgt 


(14) Iren] - 3) <at,1,1,1). 


Nach Konstruktion bleiben diese Ungleichungen auch dann richtig, wenn die Summation 
nur über e>3 erstreckt wird. Dies bedeutet eventuell eine Verschärfung durch Weg- 
lassen negativer Glieder. 


Es sei von nun an 7 Sp<gq. Wir wollen F auf Grund von (13) nach oben ab- 


schätzen. Später wird diese Abschätzung dann durch zweimalige Anwendung von(14) ver- 
feinert werden. 
Wegen 


(15) 1e-n|22 e--14 
können wir (13) in 
1 a en | 
Zr 3-12) <gt,1,1) 
umwandeln. Aus (5), (10) und (11) rn dann 


el: 1-8 )-6+7 


d. h. nach ie mit p 
Cs BE a ER ES ETZEIE 





Es ist 4 |=- BP, ela83-, 2|st7- und somit 
2 -3pP +) (pP —3)+ BP —-YP—T)zp@—3), 
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pH) —p—1. 
Somit ist 
"hend dee 101 


3 
ei ze Be. : 
(16) Ss 7 3p+17+ —T t 





und daher jedenfalls für p 2 23 





a<3p +17 +47 <3p +23 <äp. 
" m" I 
Über die vorige Annahme p > 7 hinaus nehmen wir jetzt g< 4p an. Wie schon 
bemerkt war, können wir in (14) von dem Wert e= 2 absehen. Mittels (15) erhalten 
wir dann aus (14) 
En(le-4-2—2) sea, 11,9, L 
eZ3 pP pP 
d.h. 
y Fe vn nu 9 4 IH) <o,1,1,1). 
=P\» r p. ( r Sal ) 
Wegen qg< 4p ist 1 > 0, sodaß wir im zweiten Glied links p, nach (9) durch 
p—6sVYpr— 2 ; 
a uam ersetzen können. Wenden wir dann noch (6), (10) und (11) an, so er- 
halten wir 
le] [ED] [ED 
» “la! 1e + al 3 ae . , | 
ır6Vg +2 


16 
Hieraus folgt nach Ersetzen der eckigen Klammern durch ihre Werte wie oben 
..- 4p® + 24pyp + 117p — 6p — 24 + 6p 19 
2p +6yp +10 





und also wegen yq < 2yp 


24pyp + 97p —6|p — 24 
2p +6yp + 10 








‚ Bp— 126 P — 4 


2 — 
g<apH+t 2p +6jp + 10 


= 2p +12jP 


und somit schließlich 
q<2p+12,pP + a ——— <> +12 7 +. 
Insbesondere ist daher für p > 2500 
q<2p+ rn 


Über die früheren Annahmen hinaus nehmen wir jetzt 2p<q< 2p + Pan. 


4 


q 


Dann folgt wegen 2< > aus (14), wobei wir wieder e = 2 in der Summe weglassen: 


BAAIE u N) 3] + Ps + 3p, S g(1,1,1,4), 


e&5 


i 
s 
4 
4 
Rn 
e3 
3 





ee 
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und daraus nach (15) 


—1 
Zrlte-4-17) +9+ 3 Sgl,11,N). 


e=5 pP 
Es ist also 
12 | „er eh + 
Srlge- p + Pa 4 p + pa(5 r 4 Pa 7 > 


= g(1,1,1,1). 


Hier ist die Summe aus den zwei letzten Gliedern links gleich 


1 (62242) 4 (9 +1) 

DI (2P3 » Pa) Br u "TPa 92 Yo 2p . 
7 g 1. 9 _% En P—-4— 1> | ’ > 
Wegen > <2+ 7 ist dabei 9 dp 57 0. Daher folgt wegen (12) 


+ olel-eB]- m) 6-9") snnnn 


Summiert man hierbei wie oben, so erhält man 


[el LEITER] - 





oder nach Multiplikation mit 2p 


(— 49 + 7p —1) [2 + (89 — 12p + 2) [2 + Pa(4g — 7p+1)s2p-g(1,1,1,1). 


— 6/5 — 22 
Der Koeffizient von p, ist hierbei positiv, sodaß wir p,; nach (9) durch PL RE 
ersetzen können. Multiplizieren wir überdies noch mit 16 und ersetzen wir die eckigen 
Klammern wie oben, so kommt 
(—4q + 7p — 1)(4p —12) + (89 —12p + 2)(2p — 14) + (ag —7p +1)(p —6yP — 22) 
<s2p(g +6j9 +22). 


Da nunmehr yg< . Yp ist, ergibt sich 


(— 49 + 7p —1)(3p + 6YP + 10) + (89 — 12p + 2)(2p — 14) <2p(g +9ıP + 22). 
Es ist also 
_ 3p° — 24p VP — 19p + 6 VP +38 _3p | 12p VP + 33p + 6VP +38 


2p — 24 yp — 152 2 2p — 24 yp — 152 


7 _ , 4177p + 98 yP + 38 
= top tz, app — 152 











Hieraus folgt aber zu p > 2500 der he 


fi, 1 177p + 20p _ 3 197 


ee 
7p+2 | 2. 
p <gtnt, IP —p tatmm“ rg ro“ 


Die Annahme E > 2 war falsch für p > 2500, und der Satz ist bewiesen. 
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9. Wir beweisen den 

Satz. In der Restklasse m=5 (mod 8) gibt es keine zusammengesetzten Zahlen der- 
art, daß im Körper K(ym) der E. A. gilt, ausgenommen den Fall m=3p, p=3 (mod 4). 

Beweis. In K (ym) gelte der E. A. und esseim = p, p=q=3(mod 4), 3 <p< «a. 
Ist p Z 11; so gibt es nach (5) einrmitO<r< pund (2) = a zur (" = =) Wir 


p p 
können r = 2s annehmen, s ganz, da im Falle 24 r man r durch p—r—2 ersetzen 


kann und hier ebenfalls un e =?) — (?—’) gilt. Offenbar ist 
p pP p 
7 


dann auch (2) = =) Wegen p < qg liegt eine ganze rationale Zahl it zwischen r s 


q . s t u s s t 
und — (s+1). Dann ist (*) = ( '. Ist nämlich (2)- 1, so folgt dieBehauptun (*) = 1 
2 (s+1) 2 q r Y ptung 














aus 7. Ist aber (4) —= —1, so ist [P =) = =?) —4. Nun liegt aber g —1 


q q 1 t s 
zwischen —- (p—s—1) und — (p —s), sodaß )- 1, d.h. E = —1= | 
„ P ) oh - > 4 
auch in diesem Falle folgt. 


Da auch = = — 22 u und 2t zwischen 7.2s und 7 (25 + 2) liegt, 
pP pP p p p 


schließt man genau so, daß 7) zu (7) ist. Zusammen mit dem Vorhergehenden ergibt 
2 2 
dies (,) zus (2) d.h.m=pqg=1 (mod 8). 


Zum vollständigen Beweis des Satzes ist also nur noch der Fall p = 7 zu prüfen. 

Für p=7 ist dann nach dem vorigen Abschnitt g<3-7 + 17 -+ 101 = 139. Wegen 

q = 3 (mod A) sind daher nur noch die Primzahlen 11, 19, 43, 59, 67, 83, 107, 131 und 139 
2 


zu betrachten. Nun ist aber (=) — (7) —41. Nach 7 scheiden diese Primzahlen 


also alle aus, da für jede von ihnen im Intervall F e eine ganze rationale Zahl n mit 
[>| = —1 existiert. Wir geben in Klammern beigefügt zu jedem der fraglichen g ein 
solches n an: 11 (2), 19 (3), 43 (8), 59 (10), 67 (8), 83 (15), 107 (18), 131 (24), 139 (32). 
Damit ist der Satz bewiesen. 

10. Wir beweisen zum Schluß noch den 

Satz. In K(yYm) mit m = 5 (mod 24) existiert der E. A. nur für m=5 oder m = 29. 


Beweis. Nach dem vorigen Satz ist nur noch m = p zu betrachten. Es sei daher 
m = p=5 (mod 24) und in X (yp) der E. A. vorhanden. Wir wählen eine ganze rationale 


Zahl s mit 0o<s<£ (s,3p)=1, s=1 (mod 4). Für sie ist 3, —p=2 (mod 4), sodaß 


3 2) 
| Pi. „Aa A | Be ; 
wegen |, ) = 1 die Beziehung |-—-—) =1 nicht besteht; ebenso besteht = 1 
3s —p 3s 
nicht wegen (2) = —1. Nach dem Teil 1 des Satzes in 6, angewandt auf r = 3s, folgt 
3 
daher, daß | F 4 aichtibesteht. Stetsist also 7) ee (2) —4. Hieraus 
p 











ee" 
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folgt aber sofort p < 432. Denn andernfalls existierte ein ganzes rationales A mit 
2p — 36 2p—36 , p 
Be ra 


P. 
3’ 
s,8g8=1 (mod 4). Beide Zahlen s,, s; sind demnach als Zahlen s zu betrachten, und 


3 r 5 533 


Wir setzen ss, =12A +1, gs, = p—144A — 12. Dann ist 0<s, 5,< 


doch ist wegen ss = p —12s, und (5) — — 1: 


2-1) 

p p/ 

Es bleiben also nur noch die Primzahlen p = 5, 29, 101, 149, 269, 389 übrig. Davon 
a vd [29 iz oe 

fallen die vier letzten wegen 101)” 2) = (25) = =) — —1 we. Für p=5 

und p = 29 existiert jedoch nach dem in der Einleitung Gesagten der E. A. wirklich. 

Der Satz ist also bewiesen. 

Zusatz bei der Korrektur. Inzwischen hat Hofreiter in der Arbeit „Quadra- 
tische Körper mit und ohne Euklidischen Algorithmus‘, Monatsh. f. Math. u. Phys. 42 
(1935), S. 397—400 bewiesen, daß der E. A. für m = 21 (mod 24), m > 21, d.h. für 3m, 
m = 5 (mod 8), m > 21, desgleichen für m = 77 nicht, dagegen für m = 57 gilt. Somit 
gilt unser Satz in 9 mit der alleinigen Ausnahme m = 21. Dabei ist der Fall 
m—=717=7.11=5 (mod 8) in eben diesem Satz schon inbegriffen. 

Die Hofreitersche Arbeit enthält einige Fehler, die jedoch das Resultat nicht beein- 
flussen. So ist z. B. auf S. 398 2.15 „Sg? — Ad‘ statt „Ad — 8g°“ zu lesen. 





Eingegangen 6. Juni 1935. 


DD 
=} 
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Funktionen, die den Potenzen der Riemannschen Zetafunktion 
verwandt sind, und Potenzreihen, die über den Einheitskreis 
nicht fortsetzbar sind. 


Von H. Kober in Breslau. 





Über &d(n) cos 2znv und verwandte Summen!) sind eine Reihe von Ergebnissen 
n=w 


von Chowla und Walfisz bewiesen worden, wobei v, bis auf einen Fall, irrational ist. 
Herr Wilton hat, wieder mit anderem Beweisverfahren, noch einige Ergebnisse hinzu- 
gefügt, darunter auch solche für rationales v. 


Während nun über die Funktionen 


,d(n) er Iron 02u(N) on Iren 

(5; 0; 0) = ru s;v;w= ne GE. 
Zı(s; ;d) 2 n3 sin zn ’ allgemeiner zei w & n’+v \sın 2zvn 
für irrationale Werte von v nichts weiter bekannt ist, als was sich durch allgemeine 
Reihensätze aus diesen Ergebnissen folgern läßt, besitzen diese Funktionen im Falle 
eines rationalen v sehr einfache, leicht direkt beweisbare analytische Eigenschaften?). 
Es liegt nun nahe, die entsprechend mit d,(r), der Anzahl der Zerlegungen von n in Ah 


Faktoren, gebildeten Reihen zu betrachten; man erhält: 
Es seien x und k ganz, k>0,h>A,s=o0o+ it, ferner sei füro >1 


(4a) fossh;k,a)= N dllnl) ini”, 
n=a(mod.k) 
n#+U 

(4b) hts;h; k,o)= I dulin|)n In)", 
n=a(mod.k) 
n#+Uü 


wobei n alle positiven und negativen Zahlen der arithmetischen Reihe durchläuft. Dann 
sind 


(s — 1)" fo(s) und fı(s) 
ganze Funktionen, und es gilt füra= 0 und a=1, wenn 9, (s) eine Funktion bedeutet, 


die für o > 1 durch eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe darstellbar ist (vgl. 
auch Fußnote 8), die Funktionalgleichung 


sh s—l 


DE HEERES 


') Chowla, Some problems of diophantine approximation I, Math. Zeitschr. 33 (1931), S. 544—563. — 
Walfisz, Über einige trigonometrische Summen, Math. Zeitschr. 833 (1931), S. 564—601. — Wilton, An approximate 
funetional equation..., dieses Journal 169 (1933), S. 219—237. 

®) H. Kober, Transformationen einer bestimmten Besselschen Reihe ... , dieses Journal 178 (1935), S. 65—78. 
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a ) M Ani, 
Es seıv = = rational, (a, c) = 1, dann gelten dieselben Ergebnisse für die allgemeineren 


Funktionen 
—s 2inv | Sur 
(4, 6) >, d,(\n|) In" ei”, Ddun|)n|n| a ug 
n=a(mod.k) n=x (mod.k) 
n+0 n+0 


nur tritt in der Funktionalgleichung (4c) an die Stelle von k das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von ce und k. Entsprechende allgemeinere Ergebnisse erhält man, wenn 
man statt mit d,(r) mit der allgemeineren Teilerfunktion 


Yy 
on; h;w) = o(n; wı, Wy,...,W) = P Ö1 Ö2ög en n,ö ganz > 0 


d, 9,0, ° 


öpen 
arbeitet, die eine Funktion der A+1 Variablen n, w,,...,%r ist. Setzt man 
d,(n)=1, o(n; w,) = n":, so kann man auch den Fall A=1 in die Ergebnisse mit 
einschließen. 

Durch bekannte Sätze über Dirichletsche Reihen werden aus den analytischen 


Eigenschaften der Funktionen (4,6) Ergebnisse über die endlichen Summen 


4 cos 2 nv 
P: d, N)» | R 
(n) sin 2rnv ’ 


n—=1 


h>2 


bei rationalem » und über allgemeinere Summen dieser Art gewonnen, die im Falle 
h = 2 bereits bekannt sind. 

In der Laurentschen Reihe für /,(s) im Punkte s = 1 möge der Koeffizient von 
(s — 1)” als Hauptkoeffizient bezeichnet werden; die Bestimmung dieses Koeffizienten 
ist an und für sich von Belang, sie ist auch für die weiteren Anwendungen notwendig; 
sie erfolgt hier mit Hilfe einer Reihe elementar-zahlentheoretischer Überlegungen 
(5. Abschnitt). 

Von diesen Ergebnissen aus ist es nun möglich, die Nichtfortsetzbarkeit gewisser 
Potenzreihen über den Einheitskreis hinaus zu beweisen, und zwar auch solcher, bei. 
denen man mit den Kriterien von Herrn Franel?) und Herrn Knopp?) nicht weiter- 
kommt. Herr Franel hatte bewiesen: Es sei die Lambertsche Reihe 


er 
(2) — e.. - a An X , also Am gi dz 


n=1 m=1 m 
gegeben. x, sei eine primitive k-te Einheitswurzel, jede der k Reihen 
[e. b 
y Ykn+l l=0 1 en 
nıkn u vn... 
konvergiere (daher auch die Lambertsche Reihe im Einheitskreise). Dann ist bei ra- 
dialer Annäherung aus dem Inneren des Kreises für >25 


R T en bi» 
lım (1 -,) Fi(z2) = 7 


Fügt man also den Voraussetzungen dieses Satzes (die hier bereits in der von Knopp 

y\’ Di» n 0. 

— iv 

so folgt, daß x, ein singulärer Punkt von F(x) ist. Das ist das Franelsche Kriterium. 
Herr Knopp zeigte: Eine im Einheitskreis konvergente Lambertsche Reihe mit 


positiven Koeffizienten 5, stellt eine über den Kreis hinaus nicht fortsetzbare Funktion 


vorgenommenen Vereinfachung angegeben sind) noch die weitere hinzu: 





3) Franel, Sur la theorie des series, Math. Ann, 52 (1899), S. 529—549. — Knopp, Über Lambertsche Reihen, 
dieses Journal 142 (1913), S. 2838315, 


DD 
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dar, wenn für unendlich viele k 


3b, 
lim _+=! —( 
un = 12 
eo, kr 


ist. Dieses Kriterium erfaßt z. B. auch den Fall b, = 1, a, = d(n), in dem das Franelsche 
versagt. 
Ist u beliebig komplex, o„(n) = r d“, also in der oben gewählten Bezeichnung 


ou(r) = o(n; u, 0), so hat Herr Knopp gezeigt, daß die Reihe &o,(n)x” über den Einheits- 
kreis hinaus nicht fortsetzbar ist; der Fall eines rein imaginären u ist dort nicht be- 
handelt, er wird hier — ım Rahmen der Erledigung des allgemeinen Falles auf neuem 
Wege — mit bewiesen werden, allerdings unter Benutzung der Tatsache, daß £(s) auf 
der Geraden o = 1 keine Nullstelle hat (3. Abschnitt). 

Im 1. Abschnitt soll hier das Franelsche Kriterium auf die Reihen Z o(n; h; w)«”, 
falls alle w, reell sind und ein größtes w existiert, angewandt und dabei die Grenzen 
des Kriteriums noch einmal deutlich gemacht werden. Im letzten, 7. Abschnitt wird 
ein Satz über Dirichletsche Reihen bewiesen, der parallel zum Franelschen Potenz- 
reihensatz ist und nicht bloß das Franelsche Kriterium liefert, sondern z. B. auch den 
Fall &d(n)x” und &o,(n)x” für rein imaginäres u umfaßt. 

Der Übergang nun von den hier auftretenden Dirichletschen Reihen /,(s) usf. zu 
den Potenzreihen kann in den meisten Fällen mit Hilfe des Fatou-Rieszschen und eines 
Knoppschen?) Satzes erfolgen, viel einfacher aber durch den elementaren, wohl schon 
in irgendeiner Form bekannten Satz I des 2. Abschnittes, der eine Beziehung herstellt 
zwischen dem Regularitätsbereich der Funktion f(s), welche in einer Halbebene durch 
die Dirichletsche Reihe &a,n* darstellbar sein möge, und dem Verhalten der Potenz- 
reihe Fa„x” (die also sicher für |x] <1 konvergiert) im Punkte x=1. Wenn nun 
durch ein hieraus entwickeltes Kriterium (Satz III) aus den analytischen Eigenschaften 
von f,(s) usf. die Nichtfortsetzbarkeit der Reihen 


2 Un)”, > d,(n)x”, 2 d,(n)x” + Px d»(n)x” 


O<n=a(mod.k) O<n=a(mod.k) O<n=—almod.k) 

für Ah Z 2 über den Einheitskreis sich ergibt, so folgt zunächst noch nicht dasselbe für 
die Reihen Fd,(n)x" cos 2rın, Zd,(n)x" sin 2rvun. Das muß vielmehr besonders gezeigt 
werden und geschieht im Falle k = 2 für irrationales ® unter Verwendung eines Chowla- 
Walfiszschen Ergebnisses und für rationales v, im Falle A > 2 nur für rationales v. Denn 
aus der Nichtfortsetzbarkeit der Reihe &a,„x” über den Einheitskreis folgt zwar natür- 
lich auch die der Reihe Fa„x”e?*i"’, keineswegs aber die der Reihen 2a,x” cos zn, 
2a„x” sin 2rnv, wie ein, vielleicht noch nicht bekanntes, Gegenbeispiel zeigt; dessen 
Kern habe ich von Herrn Heilbronn, dem ich hierfür und für manche andere bei der 
Anfertigung dieser Arbeit erfolgte Hilfe meinen besten Dank ausspreche. 


1. Die Anwendung des Franelschen Kriteriums. 
Es seirganz,1 <r <h, es bedeute o(n; w,) den Wert n”:, also d,(n) = o(n;0) =1, 
dann folgt aus der Definition 
(1,1) o(n; w., Wy,-.., Wr) = 3 0(9;5 W,, Wa + + -, Wr) O(T5 Wr+1, Wr+2, + + +, Wa) , 


vr_n 


wobei » alle Teiler von rn durchläuft; ferner ist 


ı) Knopp, a.a.0.°), Satz 12, S. 313. 








el 


Kober, Den Potenzen der Zetafunktion verwandte Funktionen. 209 


w, sw w 
o(n; WW, Wgy.. Wr) Ö1 02° +++ On 
wen —# __ [I — -— = 0(n; 0, wg — W,,..., Wr — W,). 
n"ı w, Ba , 2 1) b) 1 
0 an ON ÖL 6 








Es existiere nun unter den Größen R(w;) eine größte, etwa R(w,). Nimmt man in (1,1) 
r—=4, so folgt, da o(v; w,) = v"ı = n"ı Tr": ist, 
(1, 2) o(n; h;w) n-" = zer; DW — U, WE — U... Wa — W). 


In dem Franelschen Satze kann man also wählen: 








An = om; h; w) m”, bn = on; w, — W,,..., Wa — W}). 
Es ist 
© b, 2 . ul g” Br 
"—- y —. =] Tec+m-u) 
N enger 68 Ö3 v2 


Jeder Faktor der rechten Seite ist, da R(w, — w,) > 0, eine für s= 1 absolut kon- 
vergente Dirichletsche Reihe; daher ist auch B. und jede Teilreihe davon absolut 
bintt m 

n +1 
jedes b„ > 0, also auch P4- >0; folglich ist Jede primitive k-te Einheitswurzel eine 


konvergent, also auch jede Reihe Zi Es seien nun noch alle w reell, dann ist 


singuläre Stelle der Funktion 
Fix) = on; h,;w)n":x", also auch von ®(x) = Son; h; w) x" 


nach einem Knoppschen Satze®). Die Konvergenz der beiden Reihen im Einheitskreise 
folgte allgemein aus den Voraussetzungen des Franelschen Satzes. Da nun die primitiven 
Einheitswurzeln auf dem Einheitskreise dicht liegen, ist dieser die natürliche Grenze 
der Funktion ®(x). — Der Beweis ist hier ähnlich geführt wie von Knopp im Falle h = 2. 
Das Kriterium versagt also sicher, wenn kein größtes R(w;) existiert, also z. B. im 
wichtigsten Falle ww = w, =. -=w=0, o(n; h;0) = dı(n). 


2. Diriehletsche Reihen und Potenzreihen. 


on 
Die Reihe f(s) = S a,n® möge eine endliche Konvergenzabszisse besitzen; sie 
= 
seı für o>n,20,s=0o-+- it, absolut konvergent, und es sei g(x) = 4a, x”. Dann 
n= 
ist bekanntlich für o > o, 2 0 


je. .. 


1 « 1 [ 
2 1 si == ole—-U\75—1 r 1 — p—nu s—1 1 2 
(2,1) f(s) rs), s(e")u—!du, auf Grund von n” = Fi; e u!du 


0 
Es sei nun die A-te Abteilung von g(x) für 0 < x < 1 beschränkt. 
a)A=0. Dann ist |g(e)| <A für O<xr<A, also auch |g(x)| < xA’, 
\gle ")| <sA’e" für u>0. Es sei N>A, dann ist, da g(e*") für N'"<u<N 
sicher stetig ist, 


N 
[ gte”*) u! du 
vi 
eine ganze Funktion von s. Nun ist für O<eso<et 
, 1 ni "Aion 


S ste) w-tdu <A f e-"u® du, f <Af u 1du; 
0 


'N N 10 








210 | Kober, Den Potenzen der Zetafunktion verwandte Funktionen. 


beide Integrale konvergieren bei festem e gleichmäßig in s für N> w gegen 0, daher 
ist f(s) für «a > O regulär. 

b)A>0. Man setze fı(s) = Za,nt = f{s —h), g,(x) = Za,n"x". Falls 
\gı(z)| für 0 < x <1 beschränkt ist, so ist sicher auf Grund des eben Bewiesenen f;(s) 
für o > 0, also f(s’) = f(s — h), wenn s’ = 0’ + it’, s’ = s — h gesetzt wird, für 0’ > —h 
regulär. Nun gibt es aber rationale Zahlen «,,1, &n,2, - - -, &n,n so, daß 

. h n h [6 n h gr 
n’ un gr (7) ‚ also g,(x) er. nr Ay (7) gr = Son ge(x) 


r=1 


ist. Da aber |g®(x)| für 0 <x<1 beschränkt ist, so auch |g*-V(z)|, weil 
gr (a) = (h—1)!anı + f gt) dt, 
0 


entsprechend |g*"°(x)| usf., also auch |g,(2)j. So folgt 


Satz I. Wenn die Dirichletsche Reihe P3 a„n® eine endliche Konvergenzabszisse be- 


sitzt und im Konvergenzgebiet gleich f(s) ıst, und wenn die h-te Ableitung der Potenzreihe 
La,x" für O0 <x <A beschränkt ıst, ist f(s) für o > —h regulär. 

Wie sich durch ein- bzw. mehrfache partielle Integration zeigen läßt, ist übrigens 
der Satz auch für negative ganze Werte von Ah richtig, wenn man unter g®(x) dann 
das |A|-fache Integral von g(x) versteht. 

Folgerungen aus diesem Satze: 


0 
Satz II. Die Reihe S a,n besitze eine endliche Konvergenzabszisse und sei ın 
n= 


der Konvergenzhalbebene gleich f(s).. Wenn die Potenzreihe g(x) = San" im Punkte 
x = regulär ıst, ist f(s) eine ganze Funktion. 

Denn jede Ableitung der Potenzreihe ist dann für 0 < x < 1 beschränkt. Wenn 
daher die Reihe &a,n* eine endliche Konvergenzabszisse besitzt und die Funktion 
f(s) im Endlichen mindestens eine Singularität hat, kann die Potenzreihe g(x) im Punkte 


x = 1 nicht regulär sein. Und schließlich: 
Satz III. Es gehöre v zu einer Menge von Zahlen des Intervalles (0, 1), die ın diesem 


je») 
Intervalle überall dicht sei, = An n—* besitze eine endliche Konvergenzabszisse und jede Funktion 
n= 


f(s,v) = 2 anerrn mindestens eine Singularıtät im Endlichen. Dann hat die Potenz- 
n= 


reihe g(x) = Za„x" den Einheitskreis (in dessen Innerem sie regulär ist) zur natürlichen 
Grenze. 

Der Satz II ist natürlich nicht umkehrbar, wie das Beispiel?) der Funktionen 
f(s) = &d(n)n”* sin 2ran, g(x) = 2 d(n)x" sin 2ran zeigt; wenn nämlich a beliebig 
rational, aber nicht die Hälfte einer ganzen Zahl ist, ist f(s) ganz, g(x) aber im Punkte 
x = 1 und sogar in jedem Punkte des Einheitskreises singulär, wie noch gezeigt werden 


je) 


wird. Aber folgende Umkehrung des Satzes I gilt: Die Reihe = Ann” möge ein Konver- 


genzgebiet besitzen und sei dort gleich f(s), f(s) sei für a > —b regulär und in dieser Halbebene 
von der Form Okle:!!\) für jedes e>0,|t| > wo; b sei >0, h die größte ganze Zahl <b, 


r=0,1,2,...,h. Dann existiert für jedes r, falls g(x) = Fa,a" und 0 <g< zT n 
sonst beliebig festgelegt ist, lim g"(x) gleichmäßig im Winkelraum |arg(1 —x)| S _. 
z>1 


5) Vgl. Abschnitt 4, Gleichung (4, 4’), und Abschnitt 6, C. 











u re n 


EEE RN VRR 
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Natürlich ist also auch |g”(x)| für 0 <x<1 beschränkt. 
Der Beweis dieses elementaren, wohl schon in irgendeiner Form bekannten Satzes 
folgt unmittelbar aus der Formel 
f ori f . 
(2,2) (2) = 5.; J (108 1) Fis) ts) as, 


die für 0 <|xz| <1, o,> Abszisse der absoluten Konvergenz und > 0 gilt, wobei 


1 
‚arg log ı< s gewählt ist. Zunächst sei h=0, also —1<s —b<0. Dann ist 


1 n 
(2,3) ns) = ol Fe"), fd) = Ole) 
gleichmäßig für —b <o<o, Nun sei 0>o,> —b, dann kann man also den 
Integrationsweg in die Gerade s = o, + it verlegen: 
f o,ti® f Ber 
g(x) = f(0)-+F(x2); Flx) = ai J (108 . "(s) f(s) ds. 

Man denke sich jetzt durch den Punkt x = 1 die beiden Strahlen gezogen, die mit der 
positiven reellen Achse die Winkel x + bilden, und vom Punkte O auf jeden das Lot 
gefällt. Es bedeute jetzt x nur noch irgendeinen Punkt im Inneren oder auf dem Rande 
des so entstandenen Vierecks, ausgenommen die Punkte O0 und 1. Dann ist 


2,4) lagel<,—m lal<il, lgi—nI<p<;; 
DET LE 
sin (9 + Jargz]) 
Es sei nun log - = ye’, y>®, |y| < z ,‚ dann ist 


y = Vlog? |x| + arg? x 


tg y| = argı | _ jarge| £ jargz|sin(p + larg |) F 2 
1 Zrog|e| 1—12]” la rg x | | ( larg «|\ = & r) 
2sin "yes (p+ 3°) lit 


mit Rücksicht auf (2, 4), daher liegt . — |y| über einer festen positiven Zahl. Zufolge 


2 
der letzten und ersten Ungleichung von (2, 4) strebt mit x —1 gleichmäßig arg x gegen 
0, daher auch y, und weil 


Fa)| <z, y* Selm |Mton + it) fo, + ü)ldt, 


so strebt mit Rücksicht auf (2,3) auch F(x) gleichmäßig gegen 0 und daher g(x) gegen 
(0), q. e.d. 
Im Falle A > 0 betrachte man die Funktionen f,(s) = f{s —r), g,(2) = Za,n’ x" 


und verfahre ähnlich wie beim Beweise des Satzes I. Falls e (vgl. 2, 3) nach unten 
beschränkt ist, e> ,>0, so ergibt sich für @ eine Beschränkung nach oben, 


7T 
I<p<a=z—u- 
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3. Die Reihe I o,(n)x". 


Mit Hilfe des Satzes III läßt sich nun dieser bereits bekannte Fall rasch auf dem 
neuen Wege behandeln. Setzt man 


1 — 
3.1 Liz; a) = - ———, 64230) = Zn”cos2non, 
n+a+0 
ii oo a +a% ® 
3,2 2;0)=- ———, 2;0) = &n"”sin2nan, 
( ) 7 ) 2,=,n+al* nal ) Pay 
n+ta+0 


— aus Satz Il folgt übrigens sofort die wohlbekannte Tatsache, daß £, (2; #) für O0 <a <1 
und 2(2; x) immer eine ganze Funktion von 2 ist —, so ist ®) 


Z, (s; v; w) — En"ozu(n) cos 2rvn = ee &, (s + uw; =) L, (s — u; — 
= F(s;0;w) + ls + w)&ls — u), 


c—1 


Fu: wW=cet+t2 (&, [s + uw; ) — [(s + o)) Cs (s — W; "| \ 


m=1 
wobei v = — beliebig rational, w beliebig komplex, m’ = am (mod. c) und F eine ganze 


je) 
Funktion von s und w ist; auch Z,(s; v; w) = Zn ozu(n) sin 2zvn ist eine ganze 
n= 


Funktion von s und w, daher auch 
x 


Nun ist aber, da &(z) an der Stelle z= 1 einen Pol erster Ordnung hat, das Produkt 
(ls + w)ö(s — w) mindestens an einer der beiden Stellen s=1-+ w oder s=1 — w 
singulär, da sonst &(1 + 2w) und (1 — 2w) gleichzeitig verschwinden, also die Summe 
zweier Nullstellen der Z-Funktion gleich 2 sein müßte, während doch bekanntlich der 


je +) 


reelle Teil jeder Nullstelle <1 ist. Folglich hat die Funktion /(s’) =. N Ogu[n) er" 


=1 
für jedes rationale v im Endlichen mindestens eine Singularität, daher hat nach Satz Ill 
die Reihe £o,(n)x" den Einheitskreis zur natürlichen Grenze, und zwar für beliebiges 
komplexes u. 


4. Die Verwandten der Potenzen von {(s). 
Es sei a=0 oder 1. Dann ist bekanntlich (s. auch Verf., a. a. O.?)) 


(250) = &(n +0)” für0 <a<siA, gleich £(z2) für «=0, £(z2;%) — — eine 


ganze Funktion von 2, 2£,(2;5%) = &(2;a) + &(2z;1—o), 
1 


&.(2;0) = Pe + Hiz, ), H(z,&) eine ganze Funktion von z, 


(25x) = &(2) für x = 0 (mod. 1), ganz für «=0 (mod.1), 
n, und , je eine ganze Funktion von z, 


2 = —1 cd 
6) Goa r(3)=2: rl) alt 20), 
z BR z—1 4 
(4, 02) m o)a ®r(® u =n! r(° ) ) na(1 —2;0). 
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Es sei & -£ rational, k >0, ferner 


fo(2) = 2k ” (a; ) F) = PAR; er. Ze, 


n=ß (mod, k) n=—ß(mod.k) 
n>— n>0 


ai ß u u 
he)=2K "ml #)= Sn Sn, 
n=ß(mod.k) n=—P(mod.k) 
n>— n>0 


Po(2) = nn C; (z; E), Yı(2) = - (2; e). 
Dann sind 9, und 9, für R(z) >1 durch absolut konvergente Dirichletsche Reihen 
darstellbar, /, und f, sind Funktionen der in den Gleichungen (4a) und (4b) aufgestellten 
Form (s. Einleitung) mit z und ß anstelle von s und & im Falle kh=1, da d,(n) =1 
ist, und aus den Gleichungen (4, 01) und (4, 02) folgt die Gültigkeit der Funktional- 
gleichung (4c) im Falle A=1. — Setzt man z=s — w,, o(n; w,) = n":, wieder a=0 oder 1, 
f,(2) = F,(s —w,) = 7, (8; w,), also gleich Zo(|n|;w,)|n|"” bzw. Zo(|n|; w,)n Tr 
wobei über alle von O0 verschiedenen Zahlen summiert wird, die = ß (mod. k) sind, 
setzt man ferner 9,(2 + w,) = ı9.(2; w,), so ist ‚fi und ebenso (s — w, —1) ‚fo(s; w,) 


eine ganze Funktion von s und w,, 9. ist für R(z) > 1 — R(w,) durch eine absolut 
konvergente Dirichletsche Reihe darstellbar, und es gilt die allgemeinere Gleichung: 


Je) er = 19-5) u 


Setzt man 





fol; u... 0) = >” u u f(s; w,...,Wı) = = en , 
n=& (mod. k) n=s (mod.k) | | 
n+0 n+0 


wobei die Reihen für « > 1 + Max (R(w,),..., R(w.)) absolut konvergieren, so sind 
h 
Bi: w.) I (s — w, —1) und f,(s; wı, . . ., %) 
ganze Funktionen aller vorkommenden Variablen, und es ist 


1) Kl) 2 "rprletsze 


Rh 
h 
6-0, Ze 


= 9,11 — 5; WW... u) (7) IIr( mus de de ;% 


wobei die Funktion 9,55%, Wa, ...,W) für Rls)>1 —Min Me), + R(t0r)) 
durch eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe darstellbar ist. — Für das Weitere 
werde ich mich auf den wichtigsten Fall w, = w=++-= w=( und somit auf den 
Beweis der Funktionalgleichung (4) und der anderen, bereits in der Einleitung formu- 
lierten, Behauptungen beschränken. Der allgemeine Fall ist nicht viel schwieriger. 
Der Beweis könnte mit Hilfe der Charaktere, ebenso etwa wie bei den Kluyverschen 
Reihen”), geführt werden. Erheblich einfacher aber ist ein direkter Weg. Der Satz ist 
für un. richtig, er möge für irgendein ganzzahliges ARZ1 gelten, sodaß die Funktionen 





) H. Kober, a. a. 0. ?), II. Teil, S. 73, im Falle w = 0; der allgemeine Fall ergibt sich leicht. 
?) Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, $ 192 u. f., oder ähnlich wie in $ 103. 
Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 4. 28 
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fols;h;k,a) = 3 alla) In", Alssh;k,a) = I nddla]) In] "" 


n=a(mod.k) n=a(mod.k) 
n+0 n#+0 


der ER (4c) genügen, die dort auftretende Funktion 9,(s) möge für 
o > A durch eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe darstellbar sein, und (s — 1)”f, 
und f, mögen ganze Funktionen sein. Es sei nun 


fols;h+1;k,a) = hi“ dı+1(|n|) In] = da+ı(n)n " + = da+ı(n)n ". 
n=a (mod. k) n=a (mod. k) n=—a (mod. k) 
n=+0 n>— n>— 
Es ist nach (1,1)  darı(n) iz d.l), also PA ze Br 2 „d) vr, 
„>0,1>0 u "v>0,7>0 


Man erhält genau alle zulässigen Werte von » und r, indem man » in jeder der k arith- 
metischen Reihen » = m (mod. k), m=1,2,...,k, alle positiven Zahlen durchlaufen 
läßt und bei festem m die Größe r alle positiven Zahlen jeder der j(m) Reihen 
r=m; (mod. k). Hierbei durchläuft m; = m;(m) alle mod. k verschiedenen Lösungen 
x der Kongruenz mx = «& (mod. k), deren Lösungszahl = j(m) sein soll; ist /(m) = 0, 
so fällt die entsprechende Reihe » = m (mod. k) aus. So ist 


j(m) (m) 


N durıln) n = 5 zen? Nr- y z“n > 3; 


n=a(mod.k) m=1 »v „.- m=1»v=—m Er 
.>s > =m,(m) >® l,— m,(m) 
r>0 r>0— 
(m) i(m) 
PB} . dı ( ”) . dı 9) 
di+ (n)n” - y y% een z;% + 
nn k) m=1rv=m v=1 T=—m,(m) m=1 v=z=—m -=1l r=m,(m) 


wobei für j(m) = 0 die innersten Summen den Wert O0 haben. Nun folgt 


j(m) 


i(m) 
(4,2) fols;h+1; ho) = PB) Z- 3 sn 5 PALE 


m=1 v=m =1 r=m,(m) m=1lv=—m En 
,>0 = >—0 20 
im) im) 
—8 
N Ya (\v|) Ir N" BPSIAE h; k, m) Zhts; s;1; k, m;(m)). 
u m =1l1=m,(m) 
‚20 720 


Die rechte Seite ist eine endliche Summe von Produkten. Nun ist sowohl 
(s — A)" fols;h;k,m) wie (s—A)fu(ls;1;k,m’) eine ganze Funktion, also auch 
(s — 1)y"t" 4,65; h+1;k,a). Da aber f,(s;h;k,m) der Funktionalgleichung (4c) ge- 
nügt, ebenso fo(s;1;k,m’) mit A=1, und da durch Multiplikation zweier solcher 
Funktionalgleichungen vom Grade h bzw. 1 eine solche vom Grade k + 1, durch Addition 
zweier solcher von gleichem Grade wieder eine von demselben Grade entsteht, genügt 
fo(s; h+1;k,o) einer Funktionalgleichung (4c) vom Grade h+1 mit a=(0. Die Funk- 
tion @, ist von der verlangten Art, da sowohl die Summe wie das Produkt zweier für 
co >41 absolut konvergenter Dirichletscher Reihen wieder für o > 1 absolut konvergiert. 


Entsprechend erhält man für die Funktion 
im) 


(4,3) fıls;h +1;Kk,a) = DI darıln)n” — Hg ers z 2 A ad 


n=xa(mod.k) m=1 =m =1l r=m,(m) 
n>o— > v»>0 +0 
k N . ji(m) v ' 
— — )’ ) = Yya v 2 > le 
m=1v=—m | vm u | T: =m,(m) 
v>—0 „+0 De 


i(m) 


— 12 fıls; h; k, m) hs; 1; k, m;(m)) 


m= 
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und entsprechend die verlangten Eigenschaften; so ist auch der Fall a= 1 bewiesen. 


n 


Man erhält für die Funktion p,(s) die Reihe = An,an®, 


h 
-5 9 e 7 c08 Br 
a0 =2k ? > B.; [I a (2rm;r;k ). 
nn, 3 


Mi Mgy...,Mp ZELTEN 


Ferner folgt leicht ®): 


00 
Es sei f(s) = Zaun, es ezxisliere eine ganze Zahl k > 0 so, daß für jedes ganze 
n>0, jedes positwe m <k 
Anzedı(n) = a,dı(n + k), adılk — m) = %_mdı(m) 


ist. Dann ist (s —1)"f(s) eine ganze Funktion, und (s) genügt einer Funktionalgleichung (4c) 
mit a=0. Wenn aber 


Anırda(n) = andı(n + k), Andı(k — m) = — ar mdılm), 4 =0 
ist, so ist [(s) ganz und genügt einer Funktionalgleichung (4) mit a=1. 
Es sollen jetzt noch zwei bestimmte Funktionen dieser letzten Art betrachtet 
werden. Es se iv = - ‚(a,c) = 1, C das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von k und c, 
= kl>0. Dann ist 


F,(s;h;k,o,v) = ( ) cos2rzvn = > Ph d,(\n|) In] cos 2rın 
n=x(mod.k) In| r=0 n=a+rk(mod.C) 
n=+U n=#+Ü 
(4, 4) 1 
= >! cos (2rv(& + rk)) fo(s; h; C,x + rk), 
r=0 


genügt also der Gleichung (4c) mit C an Stelle von k, und (s —1)'F, ist ganz, a = 0. 
Entsprechend ist 


N d.(\n|) . h on BEE VOR 
F,(s;h;k,&,v) = > “r) sin2zvu/n|= ze dy(\n|)n In|”"" sin2xvn 
ra In| r=0 n=ı+rk(mod.C) 
n+ +0 
(4, 4') 1 


— sin (2rv(&x + rk)) fi(s;h;C,a-+ rk), 
r=0 


ist also eine ganze Funktion und genügt der Gleichung (4c) mit a= 1 und C an Stelle 
von k. Dieselben Ergebnisse erhält man entsprechend für 


- d.(In|) . - nd,(ın!) 
(4,5) Fu(s;h;k,o,v) = Px led sin2rzen, F(s;h;k,a,v) = Bi a „cos 2rvn, 
n=«a(mod.k) In | n=& (mod. k) ın| 
n+0 n+0 
d,(\n!) ,. nd,(In|) .. 
(4,6) Go(s; h;k,a,v) = (rl) edizen Gls;h;k,o,0) = V nda(|M|) oinen. 


” — s+1 
n=a(mod.k) | n | n=a (mod.k) | N | 
n+0 n+0 


Besonders einfach ist der Falk =1,C=c=[!. Dann ist 





. d»(n) | _'D __9; ud (n) - 
I,=6G= 2 ne 608 Znın, 5 =if,= n. sin 2zın. 


Bei der Ableitung der Eigenschaften von /, und f, schloß man aus den Fällen A und 1 
auf den Fallk + 1. Genau ebenso kann man auf Grund von (1, 1) aus den Fällen Ah, und h, 


8) Dies ist eine Verallgemeinerung eines Hamburgerschen Satzes, vgl. H. Kober, Eine der Riemannschen ver- 
wandte Funktionaigleichung, Math. Zeitschr. 39 (1935), S. 630—633, insbesondere Note 1. Der Satz ist aber im Falle 
h>1 nicht umkehrbar. 


28” 
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auf den Fall h, + h,, also aus A und 2 auf Ah + 2 schließen. Nun ist 
> diIn|) sign (n) = ’ din) — din) = O (23 log x) 


n=a(mod.k) n=a(mod.k) n=—a (mod. k) 
0<|n]sz O<nsz O<nsz 


auf Grund eines Ramanujanschen °), natürlich stark verbesserungsfähigen, Resultates, 
also die Reihe E’nd(In|)|n]*", n=x(mod.k) und +0, für jedes > 4 konver- 
gent, wenn die Glieder nach der Größe von |r| geordnet sind. Durch dasselbe Ver- 
fahren wie in einer früheren Arbeit des Verfassers !%) erhält man unter Benutzung 
eines allgemeinen Satzes über das Produkt zweier Dirichletscher Reihen und der Glei- 


chung (4, 3) 
> d,(|n|) sign (n) = O(x°), B> d,(n) sin 2zun = O(ıxP) 


n=a (mod. k) 
O<nsz 


für rationales v, jedes 9>1A1 — z im Falle eines geraden h durch Schluß von h auf 


x im Falle eines ungeraden Ah durch Schluß von haufh +41. 
Das sind natürlich nur grobe Ergebnisse. Wendet man aber den Hauptsatz einer Arbeit 
von Herrn Landau an !!), dessen Voraussetzungen hier sämtlich erfüllt sind, besonders 


mit Rücksicht auf (4c), so erhält man schließlich: 


h-+2,jeds 9>1 — 


h—1 x h—1 
>" dı(n) — > dı(n)=O (zii log ni >" da(n) sin 2zın = O (zii log n 
n=a (mod.k) n=—a(mod.k) n=1 
O<nsz O<nzz 


für k Z 2 und rationales v. Von genau derselben Größenordnung sind die Fehlerglieder 
bei den Summen (v beliebig rational) 


d,(n) cos 2rvn, > du(n) sin Zn. 


n=«a (mod. k) n=a(mod.k) 
O<nsz O<nsr 


Zur Bestimmung des Hauptgliedes braucht man auch die Resultate des nächsten Ab- 
schnittes. 


5. Die Hauptkoeffizienten. 
Im Falleh=1 ist 
1 ie vn . er an 
hl 1) = Kl; &) Ra 4 eh teen, 
also der Koeffizient für 27" 4,(2) gleich Er (s. Anfang von Abschnitt 4). 
Im Falle A=2 ist auf Grund von Gleichung (4, 2) und des eben Festgestellten 


in der Umgebung von s=1 
k j(m) k 


fo(55 2; k,6) -2K(s—1)° 1 N ı= "(ls — 1)" N jtm). 


Hierbei ist j(m), die Anzahl der mod. k inkongruenten Lösungen der Kongruenz 
mx = & (mod. k), gleich (m, k), falls letztere Zahl ein Teiler von & ist, sonst gleich 0. 


Es sei (m,k)=», also v|a, m =rv, also (r, =) —=4. Dann sind bei festem » 


genau v(&) Werte für r und somit für m zulässig, da ja 1sr = — < = ist. Folg- 


ö E Ramanujan, Collected Papers, Cambridge 1927, S. 134. 
10) H. Kober, a.a.0O.?), Il. Teil. 
11) E. Landau, Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen. II, Göttinger Nachr. 1915, S. 2—6 


und 27—8. 
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lich ist der Koeffizient für $/, im Falleh=2 


Er ist also wohl für beliebiges A eine (k — 1)-fache Summe; bezeichnet man ihn mit 
H(h; «x, k), so gilt 


(5, 1) H (h; &, k) nn. y" VYh—_1 Yp ( \' Ya: p ( ... Y y Y | 
k',_ Ten Ph—1 a. ö Vn—2 ME av ) 


1 7 k 
vr] nl, Ak) r=1 


Wenn & und ß denselben größten Teiler mit k gemeinsam haben, etwa ö, so wäre 
H(h;a,k) = H(h; ß,k) = H(h;ö,k), ö)jk. Es wäre 


k Km) 1 
—1 {7 on 1 (s—1V 
m h (Ss — . | 
Lolts;h+1;k,a)- k P H(h; m,k)(s —1) , des er Ya 1. . 2 H(h; m, k) (m) 


in der ANNE der Stelle s = 1 auf Grund von (4, 2), also der Koeffizient 


1 k' 
— _ \ m je EB a 
H(h +1; , k) do; m, k)(m, k) 4 u (h; v, k)v = 2 HC; k)rp(Q). 
m Bla (m, k)=»|(&,k) - 


Denn setzt man wieder (m, k) = v und betrachtet irgendein bestimmtes »|k, so gibt 


es wieder o(*) zugehörige Werte von m. Ist nämlich wieder m=rv, also [r,) =1, 


; k 
so kann r genau o(-) Werte annehmen, da r 21 und wegen m <S k weiterhin r s = 


ist. Also erhält man für 7(kh+1;%,%k) genau den H(h; x, k) in (5, 1) entsprechenden 
Ausdruck, q. e.d. 
Es soll jetzt der Hauptkoeffizient der Funktion (s. (4,6) u. (4, 4)) 


1 5 nlln|) einen _ A 9 . oa 
1G,(s; h,k,o,0)= — AUT ginen _ —_ \ glinvla+r Yls;h;l,a+rk);i=—, 
0 er u 8 DI m 
2 ums (le. jn| a 

n=+0 


bestimmt werden, und zwar nur in dem einfacheren Falle (k,c) = 1, aloC = ckl= c. 
Er ist auf Grund des Vorhergehenden 


c—1 


(5, 2) 2 em ich; s+rk,C)=C7 Dame rk) Wr IT: ” (= =). 
r=0 sin] Ira _ıllatrk,C) n= 


Welche Werte von r gehören zu einem festen v,—ı, einem beliebig angenommenen 
Teiler von C, der kurz » heißen soll ? 


Es sei A= (a,k). Damit die Kongruenz x + rk=0 (mod. vr) eine Lösung r 
haben soll, muß ö = (k, v)|a, also auch ö| 4 sein. Es ist 7. 4 =1, v»|C=ck, also 


v| ck v| 5 e ; 
Für folglich — c. Es sei r, die kleinste nicht negative Lösung der Kongruenz, 


Öl 
dann sind die zulässigen Lösungen 
v 2» v 
r], n=1n+t35; EEE: .,nen+lj—i)<; 1, Se—A<tr;yı. 


ö Ks h 
Folglich ist j= c: — =—, da 0<sr, <7 ist, und wegen v =- ist 


7 








(5, 


h—23 ra\ 

C k 

7  % ww un 
Ep „0 (,)rl3)=. [Teel) 2 [Terlz) 

C v|r.| [ra _oleö n=l Er ar jap sle n= Pen zur] + | _ ll, k) n=1 In 
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cö 


v ” 


.. u | ä ak 
(5, 21) N sah Amen J”. Sin — jer ezimra a a 
n=0 


m=1 
Nun ist die letzte Summe, da j|c, (c,a) =1, (c,k) = 1, sicher gleich 0, außer für / =1; 
dann ist sie ebenfalls gleich 1; für = 1 ist v = c6, i aber «+ r,k=0 (mod. »), ist 
c|(x + r,k), («+ r,k)v ganz, die die ganze rechte Seite gleich 1. Es kommen daher 
für die Summen auf der rechten Seite von (5, 2) nur solche Teiler » von C = ck in Be- 
tracht, deren Form » = cö, ö| A ist, und umgekehrt führt jeder Teiler ö von A zu einem 


solchen zulässigen », weil dann (k, »)=(k, cö)=6|A|a, also die Kongruenz 


x -rk=0 (mod. v) lösbar ist. Folglich ist der gesuchte Koeffizient, da . 5 


ist, gleich 


h—2 h—1 
C 


ö6|4=(a,k) 
Die letzte Umformung ergibt sich z. B. im Falle k = 3 folgendermaßen: 
ee Frrl,)erl)rl,) 
| Ö — Vyr -) 6 ji L Ö 
Sl); tn: |; PXuir rp e\, 
1]6|A 1]ö]4 


Zeile. 


16] 4=(a,k) 





Man erhält nämlich alle Teiler v, von cö, indem man », = ur setzt und a alle Teiler 
von c, tr alle Teiler von ö durchlaufen läßt, weil ö|k, (ce, k) = 1, also (c, 6) = 1 ist; ferner 


ist auch (< R. 
u’ T 


man durch Zerspaltung der weiter noch auftretenden Teiler » im Falle k > 3. Im Falle 
h=2 ist der Hauptkoeffizient von 36, 


(5, 4) H(2;%,k,ı) = /, Nrp(f), 


) — 1, also pin ein Produkt aufspaltbar. Ganz entsprechend verfährt 


also 
H(2;&,k,v) = = für k=1 und allgemeiner =cC ”"g(k) für (k,x)=1= (k,e). 


Aus (5, 3) ist sofort ersichtlich, daß der Hauptkoeffizient stets > 0 ist, daß also 
die Funktionen 


G,(s; h;k,a,v) = DL da) n—edizen 1 B: dy(n)n—se-?rion , 


re Tr ne 
n> n> 
und daher auch die Funktion, = 92 2 weil die Differenz der beiden Reihen gleich G, (s. (4, 6)) 


ganz ist, im Punkte s=1 singulär sind für jedes rationale v, dessen Nenner teilerfremd 
zu k ist. Da aber diese v auf dem Einheitskreise dicht liegen, folgt aus Satz III: 

Satz IV. Es sihz2, k>1 ganz, & beliebig ganz. Dann hat die Potenzreihe 
Yd;(n)x", in der n alle positiven ganzen Zahlen der Reihe n = x (mod. k) durchläuft, den 
Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 

Dasselbe Ergebnis folgt natürlich aus der Singularität von G, im Punkte s=1 
für die Potenzreihe, in der n alle positiven ganzen Zahlen = + & (mod. k) durchläuft. 

Es sei nun (k, x) = 1, dann ist der Hauptkoeffizient nach (5, 3) 


h—2 
(5,5) = k’o" (k)E(h;c), wenn E(h;c) = "2 II o( ; 


- Yn 
v‚[v,|** a—2le 1 
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Es sollen jetzt schließlich noch einige einfache Eigenschaften von E(h;c) dem 
Hauptkoeffizienten im Falle k = 1, bewiesen werden; die letzte, (5, 8), wird im folgen- 
den Abschnitt notwendig gebraucht. 

Es sei fürn =1,2,...,h —2 jetzt „17. = c, dann ist für Ah>3 


2 
(5, 6) Tı|lTel...-|ne|c, Elh;c)= 1 y IT 


Lund 
zur| +7, _ole 1 T 


- = S'o(r)E(h—A;r). 


tie 
Denn es ist 
1 h—3 


a a / / Pen) = E(h—1; T—), 
2, r]® 2 1 T 


man schreibe statt 7-2 nur z und berücksichtige (5,4) und E(2; r) = > 

Ferner: Es sei c = ab und (a,b) = 1, dann ist 

(5, 7) E(h;c) = E(h;a) -E(h;b). 
Der Satz ist für A = 2 richtig, er möge für h allgemein gelten, dann ist er auch für Ak +1 
richtig. Denn wenn 7 = r,r,, r,la, r,|b, ist nach (5,6) 


) - — I y >(h- SB. a. Ih. 
E(h +1; ab) = ab p(t) E(h;r) = ab p(1,7,) E(h; t,r,) 
7,|b 
- ) ? E ’ 2 N 
— r — p(t,) E (h; np P(T,) E (h; Ta) => E (h + $ a) ö E (h + 1; b) 


Schließlich gilt der Satz: 
Es sei e|Cund e<C, d.h. c ein echter Teiler von €. Dann ist 


(5, 8) E(h,;,C) < E(h;e). 
Für A = 2 ist dies nach (5, 4) richtig. Es möge für kA stimmen. Es ist dann 
E(h+1;c) = Pie z) p(r). 


Folglich ist für ce > 1 auf Grund der Annahme: 1 = E(h;1) 2 E(h;r) Z E(h; ec) 


Ann 1) g(t)> Elh+A;c)> - Eu ce) p(t), 

also, da zer) = 6, 

(5, 81) 1> E(h+1;c)> E(h; c); 
für c=1 tritt Gleichheit ein. 

Es genügt, die Richtigkeit des Satzes für A+1 im Falle C= cp, p Primzahl, 
zu beweisen. Es sei also 

c=pQ, C=ptQ, & >20, PQ)=1. 
Dann braucht man auf Grund von (5,7) nur noch zu zeigen, daß 
E(h+1;pt!) <E(h+1;p°) 
ist. Nach (5,6) ist 
EN) rd) +) EP} 


ge p—1, 
— — E(h+1;p*)+ E(h; p*t!), 
2 ( pP‘) 2 (h; p**) 


E(h+1;p) —E(h+1;p*) I {E(h +1; p*) — E(h; p*+')}, 
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und hier ist die rechte Seite nach (5, 81) positiv, da nach der Annahme 
E(h; p**') <E(h; p*) 
sein soll. So ist der Satz (5, 8) bewiesen. 
6. Die Reihen 2 d,(n) x” cos?rvn, Z d(n)x" sin ?rvn. 
A. Es sei 2 = — m>1,(2»,m) =1; dann gibt es eine über den Einheitskreis 


nicht fortsetzbare Funktion Za„x”, während die Funktion Za,„x” cos2nvn über den Kreis 


hinaus fortsetzbar ist. 
1. Es sei 


- > 
Ha)= In“ DZ ta—e *)”. 
Se 
m m 


Auf dem Einheitskreise ist x = e?, es sei -_ an sp <n. In jedem Punkte des 





IT IT . . . . .. . er _° 
Bogens — - So<s = dieses Kreises ist nun /(x) singulär, in der ganzen übrigen Ebene 


aber regulär. Zuerst wird die letzte Behauptung bewiesen. Man umgebe den Singularitäts- 
bogen mit der geschlossenen Kurve, deren jeder Punkt von dem bezüglich nächsten 
Punkte des Bogens den Abstand ö hat, 0 <ö <}. Schließt man das Innere dieser 
Kurve von der Ebene aus, so ist 


z-mp(")|>>. 


Die Anzahl der Glieder der inneren Summe der Doppelreihe, die f(x) darstellt, ist < 2 (n), 
und &’p(n)n”* konvergiert, also konvergiert die Doppelreihe in diesem Gebiete absolut 


und gleichmäßig und stellt eine reguläre Funktion dar. 


2 1 a 1 = (==) h 
Es seien nun a und 5b gem, (a,b) —=1, ae « 5 ur also x, = exp zen 


Punkt des Bogens —_— SOoS — des Einheitskreises.. Dann ist für alle ganzen r, n, 


’ ‚a r . 
wenn (r,n) — 1, bis auf eine Menge I endlich vieler Wertepaare, sicher 5 en" 


die Menge der letzteren Wertepaare sei Il; I’ und II’ seien bezüglich die Teilmengen 


der Wertepaare, für die | “Ta . ist. Es seinun e 20, dann ist für die Menge II’ 


m 
4 a r| 'a rı _2n _2n 
Pe N | E a he 
n® \\b ne "9 lem =S35: 
| zur\® ’ = rn . e ) 1 
au 1 > _ 42 er WE rn Mr 
0% exp (”) > (o — 1)? + 40 sın In > sın 7 2 > 54° 


Daher konvergiert die Reihe = in 
d=2+%$ 
gleichmäßig in oe für x = ox,; die Reihe = aber besteht nur aus endlich vielen Gliedern, 
alle Glieder sind stetige Funktionen von e bis auf das einen =bdb, r=a, das für o>1 


unendlich groß wird. Also wird f(x) für o—1 unendlich groß; da r jeder Bruch des 


14 i en n n 
Intervalles (- ’ sein kann, ist /(x) in jedem Punkte des Bogens — sp=s 
m’m m m 


des Einheitskreises singulär. — Für |x| <1 ist also f(x) = zb u”, 
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2. Es mögen v, v, m die oben festgelegte Bedeutung haben, also m ungerade sein, 


. Ön n pn an 
ferner sei a, = se und F(x) = 2 a„2”, also f(x) = La, cos (2rnv) x". Es ist 
1 1 =  —2k+1)in”” 
ui cosdıan -. u ü y 
cos ın e 
m 
also für |z| <1 
= b„ , == r —(2k+1)in 
(6, 2) F (x) - u ar f(xe ? 


Da f(x) in jedem Punkte des Bogens _ sargr s — des Einheitskreises singulär, 


in jedem anderen Punkte des Kreises aber regulär ist, so ist die ebenfalls eindeutige 
Funktion f;(x) = face m) auf dem Bogen des Einheitskreises 
— (—1+v(2k +1)}<Sarge< — A + v(2k +1)} 


singulär, auf dem ganzen übrigen Kreise aber regulär. Da aber diese Singularitätsbögen 
für k=0,1,2,...,m—-1 genau die Gesamtlänge 27 haben und sich der Bogen, der 
zu k’ gehört, an den Bogen k genau im positiven Sinne anschließt, für den 


1+v(2k +1) = —1+ v(2k’ + 1) + 2m » ganze Zahl, also v(k’ — k) — 1 = 0 (mod m) 


ist — die Kongruenz hat stets eine Lösung 0 <k’ <m,k' #k —, so findet keine Über- 
deckung statt. Jeder Punkt x des Einheitskreises, bis auf die m Teilpunkte, gehört 
genau einem (s. (6, 2)) Singularitätsbogen an. Folglich hat F(x) den Kreis zur natürlichen 
Grenze, während f(x) über den Kreis fortsetzbar ist. 


Ganz entsprechend läßt sich ein Gegenbeispiel konstruieren für den Fall 


. a y 
F,(z2) = Za,2", f(x) = 2a, 2" sin 2nvun = f(x) — f{— x), wenn 2v = Fe (v, m) =1 


und m 24 gerade ist, auf Grund von 


m 
—ı 


2 v ER 
—Iyikn gerrson 
(6, 3) Se m — 
_ isin 2revn 


für ungerades n, also, da /,(2) = f(x) —f( — x) ungerade ist, 


—1 


2b, f v , ( —(2k+1)i >) 
(6, 4) F,(x) = > 9 ı"=i > Jılze »). 
n>0, ungerade sın Z7Unv k=0 


fı(z) ist in der Ebene bis auf die beiden Singularitätsbögen des Einheitskreises 
st 7 1 / 1 

— — same s— z(t _ —) <sarex S (1 =) regulär, also ebenso 
m 8 u m) — Bi= 72 8 , 


AR: exp — FE ar 


m 
bis auf die Bögen: 


7 ’ be _ < ar N... 4 (dk 4 
— (—1+ v(2k H1)) Sarg: z (1 + v(2k +1)), 


— (m —i+»(2k +1)) Sarg s = (m +1 -+ v(2k +1)). 


m 
Journal für Mathematik. Bd 174. Heft 4. 
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Da sich hier wieder sämtliche 2 - Z — m Singularitätsbögen zum vollen Kreis lückenlos 


aneinanderschließen, ist F,(x) über den Einheitskreis nicht fortsetzbar. — Ähnlich, 
nur einfacher, kann man ein Gegenbeispiel für den umgekehrten Fall bilden. 


B. Die Reihe & dy(n) a" cos 2nnv für rationale v, h zZ 2. 


Es sei v rational fest, v’ rational, 


Rn 
G(s; 0) = Zdıln)n ei" cos mn = G,(s; v) + iGs(s; v), 
n= 


“ cos 2rzv'n 
G:2(s; v’) = LS da(n)n” cos mon | nn; 
3 n=1 sin 2rzv'n 


Nun ist aber 2 cos 2nvn » cos 2rv'n = cos ?2r(v + v’)n + cos 2r(v — v’)n, der Haupt- 
koeffizient der Funktion 3G,(s; h;1,0,v + v') = 2 dı(n)n”* cos2r(v + v’)n ist, wenn 


N; bzw. N, die Nenner der Brüche » + v’ bedeuten, nach (5, 5) gleich E(h; N,) bzw. 
E(h; N,), also positiv. 

Folglich hat G,(s; v’) einen positiven, G(s; v’) einen von O verschiedenen Haupt- 
koeffizienten, wie man durch Beschränkung auf reelles s erkennt. G(s; v’) hat daher 
in s=1 eine Singularität, und die zu untersuchende Reihe hat nach Satz III den 
Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 


GC. Die Reihe = dı (n) x" sin 2znv für rationales v, h 22. 


Es ist v — —, (a,c)—=1, e>2, da sonst die Reihe identisch 0 ist. Da 


2 Je" sin run) = cos nn (v — v’) — cos?2nr(v + v’), so braucht man nur zu be- 
weisen, daß (s. (4,4)) die Funktionen 


Fo(s; h;1,0,v+v) und F,(s;h;1,0,0v — v) 


verschiedene Hauptkoeffizienten haben. Dann kann man daraus folgern, daß 
S3(&Zd,(n)n e:*in” sin 2rvn), für reelles s gebildet, einen von O verschiedenen reellen 
Hauptkoeffizienten hat, die Funktion also eine Singularität in s= 1 besitzt, u. s. f. 


Die Hauptkoeffizienten von Fy(...,0+ v') und F,(...,0—v’) sind nun nach 
(5,5) gleich 2E (h; N,) bzw. 2E (h; N,), wenn N, bzw. N, die Nenner der rationalen Zahlen 
v—v',v+ v sind. Wenn man nun zeigen kann, daß für eine überall dichte Menge 
gewisser rationaler v stets N,|N, N, <N, ist, so folgt dann aus Satz (5,8) 
E(h;, N,) <E(h; N,) und alles andere. 

Es sei also y eine beliebige, feste reelle Zahl, ö > 0 beliebig gegeben, dann gibt 
es stets ein rationales v’ so, daß |y—v’| <öund N,|N, N,<N, ist, wenn c>2 
und N,, N, die Nenner der gekürzten Brüche (v + v’) sind: Man bringe c in eine Form 

ce=rQ,Q = g* eine Primzahlpotenz, (g,r) =1. 
2c+1 
2 
im Intervall <y — ö, y + 6) mindestens 2c Brüche, deren Nenner gleich N ist und deren 


Zähler sich um je 1 unterscheiden. Die Zähler seien C,, C,,.. ., Ca, wobei C,;,ı = C, +1 
sei; es gibt darunter 2r = 2c: Q von der Art, daß bei dem Bruche 


C, 


Es sei p eine Primzahl > 2c und so groß, daß N = pe > ist. Dann liegen 





ap _ u 





ap _LC, 
tn nt 


N N 
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der Zähler C, = C, + ap durch teilbar ist. Sie seien C„, C„+0,..., C„+ (2r —1)Q. 
In der ersten Hälfte dieser Zahlenreihe etwa sei jede Zahl durch p unteilbar; sonst ist das 
bei der zweiten Hälfte der Fall, dd p> 2c=?2rQ > C. —C,. Unter diesen r Zahlen 
C»Cu+ 0Q;,...,Cu+ (r—1)Q gibt es mindestens eine, C’, für welche C’ —ap zur 
teilerfremd ist, da (Q,r)=1. Dann ist also C’ — ap teilerfremd zu p,r; €’ + ap 
ist durch Q teilbar, daher, falls @ ungerade ist, C’ — ap =’ + ap — 2ap wegen 


(a,c)=1, also (a,Q) =1 und p>2c=2r(, zu Q teilerfremd, also ist für v’ — e 


N’ 
der Bruch 
_ _C a CU—op . 2 P _C+ap 
de Zur Se y7" 3 nicht kürzbar, ” +v= - 77. 
aber mindestens durch Q kürzbar, also N,|\, und N, <N,.. 


Falls aber Q@ gerade und r=1, so ist Q0= 2°, x >41, C’ + ap also mindestens 
durch 4 teilbar, C’ —ap=(C’ + ap —2ap aber, da ap ungerade ist, = 2 (mod. 4), 


also ist N, = T, N,|N, und <N,, q.e.d. 


D. Der Fall eines irrationalen v für h=2. Dann muß man, entsprechend wie 

ım Falle B und C, beweisen, daß die beiden Funktionen 
din) a "m ydm)A, 
< er (cos 2un(v’ — v) + cos2nn(v + v)) "3 ”- 

für eine überall dichte Menge reeller v’ je im Punkte s = 1 singulär sind. 

Es sei v’ irrational so gewählt, daß v”’ — v = y rational ist; dann ist V+r=u 
irrational; diese v’ liegen überall dicht. 

Nun ist 12) 


3 d(n) cos Arny = R zlog x + O(x), 


wenn N den Nenner des nicht mehr kürzbaren Bruches % bedeutet, 


3 d(n) cos 2rnu = O(xlog x)'?), also 


1 . 
N zlogz(1 + o(l)) > axrlogx für “an x zA. 


Hieraus aber läßt sich leicht für reelles s > 1 folgern: 


B, = &d(n) A, == 


lım yrtn)4, =», d.h. f(s)= yraln)4 
| ei m 


ist im Punkte s = 1 singulär. Also hat für irrationales » jede der beiden Funktionen 


. cos 2zvn u 
Fain)ar| den Einheitskreis zur natürlichen Grenze. — 
1 sin 2r vn 


Ganz entsprechende Resultate lassen sich für die Reihen 
Zd,(n)x"log'n, Zd,(n) x" log’ nn 2nın, hz22, 


für beliebiges ganzzahliges r herleiten, indem man mit den Ableitungen bzw.' Integralen 
der Dirichletschen Reihen arbeitet, für irrationales v nur im Falle = 2. Ebenso lassen 
sich die Resultate dieses Abschnittes insbesondere auch auf die entsprechenden Potenz- 





12) Wilton, a.a. O.!), Gleichung (15 VI). — H. Kober, a. a. 0.2), Einleitung. 
13) Chowla, Walfisz, Wilton, a. a. 0.'). 


29* 








2924 Kober, Den Potenzen der Zetafunktion verwandte Funktionen. 


reihen 2a,„x” ausdehnen, in denen n die Glieder einer arithmetischen Reihe durchläuft; 
beim Beweise des dem Fall C entsprechenden Ergebnisses z. B. braucht man nur p teiler- 
fremd zur Differenz der Reihe anzunehmen unter Berücksichtigung von (5, 3). Nur der 
Fall D kann nicht verallgemeinert werden. 


?. Die Erweiterung des Franelschen Kriteriums. 


X 


Es sei c> 1 ganz, jede der c Reihen 2; je !=0,1,2,...,c—1, möge 
n=1 (CN 


für o > 1 konvergieren und daher auch die Reihe 


F(2) = B> . = Yan > mi = ba 
n=1 


Mm= dm 





im Inneren des Einheitskreises konvergieren. Es existiere eine reelle Zahl o so, daß 
für s> 1 (d.h. bei Annäherung von rechts durch reelles s) 


je) 


lim (s — 1)° Y’ Den - =0 für l=1,2,...,c, 





s—>1 (en +1) 
b 

lim (s A)" VA 
ae 


ist, wobei A auch © sein darf. Dann ist, wenn (a,c) =1,v= _ ist, fürs > 1 


2rinv 
me Ir - e, 


sm 


Fügt man den Voraussetzungen dieses Satzes noch o > 0, A + O hinzu, so folgt sofort, daß 


s—=1 ein singulärer Punkt von f(s; v) = an er#in und daß also, mit Rücksicht auf 


Satz III, jede primitive c-te Einheitswurzel eine singuläre Stelle von F(x) ist. Die 
zwei Teile der Voraussetzung, 


(s-NEbuen=>A und A+0, 
können dann durch die eine schwächere Bestimmung ersetzt werden: 
(N Eben= 2) für s-1. 


Aus diesem Singularitäts-Kriterium folgt sofort das Franelsche als ein Spezial- 
fall für o=1 mit Hilfe des Abelschen Stetigkeitssatzes !*) für Dirichletsche Reihen. 


Es erfaßt auch den Fall a„ = o„(m) für rein imaginäres u (s. Einleitung); man 
setze o = A, dann wird A = «!(1 — u) #0. 

Es erfaßt ebenso den Fall a„=d(m), also u=1. Es sa l<o<s2, o sonst 
beliebig. Dann ist fürs > 1,s-1 


0 ben+ 0 n 0— ben _ 0— us 
el  EREREENER Sue -1TI)=-AM. 


Beweis des Satzes. g(s;&), G, G, mögen ganze Funktionen von s bedeuten. Die 
Reihe /(s; v) konvergiert für o > 1%); denn 


14) Landau, a.a.0.?), $ 209. 
15) Landau, a.a. 0.7), $ 213. 
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c—1 Yink a a c—1 „ 
r En e n __ X\r zin 
(7,1) s;vV)= Se z = de sis:he), 
k=0 O<n=k (mod. ec) k=0 
c b Im) c on b j(m) / m’ 
—y ey Y Y +n 
(7,2) f(s;k,e) = DI I t=cn yet NVels). 
m=1n=m(mod. „N v=1 T=m,(m) m=1 .. (en + m) mi 4 
n>0 7>0 


Hier ist (m) wieder die Anzahl der Lösungen z der Kongruenz mz = k (mod. c), m/ 
durchläuft alle Lösungen z, 1 <m; <c. Nun ist 


‚m\ 1 (5; ””) 
e(s; = +8 5, C ’ 


„ 8 - Dani 
3) fts;k, ec) m) BP "I®_4+ V’G(s;m,k) ) = _, 
ch zu EP] — (on+m) & Bu 2 (en + m)' 
Man setze die letzte unendliche Reihe . —= y(s; m). Es ist 
—1 
(7,4) Net Fit m) y(s; m) - Fr s; m) 5 a. ° (m; k). 
m= m=1 


j hängt ja auch von kab, es ist (m; k) = (m, c), falls E c)\k, andernfalls = 0. Es 
sei (m, c) = öund k = ök’, dann ist 


c 
ee 


—— 2nia 2 2nia n ’nia A 
ul n- BR ’o 2 : 
e * i(m;k)=6 5 e = Sy 6, 
k=0 ölk,k=0 | ee 


Diese Summe ist gleich c für ö = c, dagegen 0 für alle anderen Teiler ö von c. Da nun, 
falls (m, c) = ö6= c, auch m = c sein muß, ist nach (7,1), (7,3) und (7, 4) 


ci e v — Bun Im 
/(s;vV) = v(s;c) + \ G ,(s; m) Y 
ei m=i ==, (cn + m) 
1—25 ® € ® | 
- C \ Ds 4 5’ G, (s: m) \' Bi +m 
8 Z 2 
s—ien m_1 “= (cn + m) 


Nach Multiplikation mit (s — 1)? folgt für s>1 


2 +d A 
1—23 . o—1 \’ en , en ] 
(s 1) a ns + o(1) a q.e.d. 


KsYo)(s—1= 


Falls aber vorausgesetzt war: 


folgt: 


und hieraus schließt man für o > 0, ebenso wie im vorigen Falle für o0>0,A #0, 
daß s=1 eine singuläre Stelle von /(s; v) ist, daß daher jede primitive c-te Einheits- 


n 


wurzel eine singuläre Stelle von F(x) = ‚An X" ist. 


n=1 


Eingegangen 1. Juli 1935. 
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Die Geometrie des linearen Strahlenkomplexes 
gegründet auf seine Polarentheorie. 


Von G. Haenzel in Karlsruhe. 





In der Geometrie des Strahlenraumes spielt der lineare Strahlenkomplex eine 
ähnliche Rolle wie die Fläche zweiter Ordnung und Klasse in der Geometrie des Punkte- 
und Ebenenraumes. Daraus ergibt sich die Frage nach der Existenz einer durch den 
linearen Strahlenkomplex bestimmten polaren Korrelation, die der polaren Korrelation 
der Fläche zweiter Ordnung und Klasse im Punkte- und Ebenenraum entspricht. Viel- 
fach glaubt man im Nullraume des linearen Strahlenkomplexes die Analogie zum polaren 
Raume der Fläche zweiter Ordnung zu sehen. Diese Auffassung ist unberechtigt. Einmal 
ist der lineare Strahlenkomplex nicht das Inzidenzgebilde seines Nullraumes in dem 
Sinne wie die Fläche zweiter Ordnung die Inzidenzfläche ihres polaren Raumes dar- 
stellt; außerdem werden im Nullraume Punkt und Ebene als Elemente einander zu- 
geordnet, während doch in einer polaren Korrelation der Strahlengeometrie nur Strahlen- 
gebilde als Pol und Polargebilde einander gegenübertreten müßten. Deutet man end- 
lich die Linienkoordinaten als Punkte eines Hyperraumes, so erscheint die Korrelation 
des Nullraumes überhaupt als involutorische Perspektivität in diesem Hyperraume. 
Nun bedingt der lineare Strahlenkomplex wirklich eine polare Korrelation im Strahlen- 
raume, und zwar als ihr Inzidenzgebilde. Die Grundlagen dieser Polarität werden ım 
folgenden zuerst entwickelt. 

In den weiteren Abschnitten kommt eine Abbildung des linearen Strahlenkomplexes 
auf den dreidimensionalen Punkteraum zur Anwendung, auf die zuerst M. Noether!) 
algebraisch hingewiesen hat. Sie wurde später von S. Lie sowie von F. Klein zur For- 
mulierung und zum Beweise mancher liniengeometrischen Theoreme benutzt. Die 
Noethersche Abbildung liefert nicht nur eine Isomorphie zu der in unserem ersten Ab- 
schnitt abgeleiteten Polarentheorie, sondern ihre weitere Ausgestaltung ermöglicht 
eine einfache Darstellung bekannter und neuer Theoreme über die Geometrie der ım 
linearen Strahlenkomplexe enthaltenen Strahlenkongruenzen und Regelscharen. Im 
Anschluß an die aufgestellte Polarentheorie des linearen Komplexes ergibt sich die bis- 
her unbekannte Theorie seiner Involutionen und seiner involutorisch selbstgescharten 
Kongruenzen und Regelscharen. Eine weitere Arbeit über die Geometrie des linearen 


Komplexes soll sich hier anschließen. 


IL. Die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes. 
1. Ausgehend von den Plückerschen Linienkoordinaten 
Pa = % U — ud =1,...%) 





1) M. Noether, Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexen Variablen, Nachr. d. Kgl. Ges 
d. Wissenschaften zu Göttingen 1869, Nr. 15. 
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einer gegebenen Geraden XY werden durch die linearen Substitutionen 

@Pı = Pı2 + Pas 0P3 — (Pıs + Pae)) op; = (Pıa — Pas), 

0Pz = UPpza — Pıe)) 0Pa = UPae — Pıa); 0Pe = (Pıa + Pas) 
die sechs neuen Linienkoordiaten p,(i=1,...,6) eingeführt. Die Plückersche Funda- 
mentalrelation zwischen den Linienkoordinaten hat dann die Form: 

P=-pP+p+P+pP—-p+p =). 
Die Invariante eines gegebenen linearen Strahlenkomplexes mit der Gleichung X a,p, — 0 
schreibt sich: 
Y=ai+d+ad+di—art+ri. 
Die simultane Invariante zweier linearen Strahlenkomplexe mit den Gleichungen 
Zap, =0 und Zb,p,= 0 lautet: 
(aß) = a,b, + agb, + azb3; + ab, — azb, + Qagbe. 
Die sechs Gleichungen 
p,= 0 ((=1,2,...,6) 


stellen sechs Fundamentalkomplexe?) dar, deren ursprüngliche Gleichungen aus den 
obigen Substitutionen folgen. Jeder von ihnen ist für die fünf übrigen nullinvariant. 
Je vier Fundamentalkomplexe haben zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) wind- 
schiefe Strahlen gemein, die Leitgeraden der Schnittkongruenz der beiden übrigen 
Fundamentalkomplexe. So gehen die vier linearen Strahlenkomplexe mit den Gleichungen 


p,—= 0 Ge1l...6) 
durch die Geraden 
u: = 2, =d% 
und 
v: = =d. 


Die lineare Strahlenkongruenz C', mit den Leitgeraden u, v ist dargestellt durch 
Pıa = Pas = 0 oder durch p, = pe =. 
Ein gegebener linearer Strahlenkomplex kann bei geeigneter Wahl des Koordinaten- 
tetraeders stets durch 
Pe = Pıa + Paz — 0 
wiedergegeben werden. 


2. Der gegebene lineare Strahlenkomplex T mit der Gleichung pg = 0 enthält 
oo? lineare Kongruenzen; sie bilden eine lineare Mannigfaltigkeit vierter Stufe, den 


C}j-Raum des Komplexes FT. Für den Komplex T sind ©% lineare Strahlenkomplexe 
nullinvariant; sie bilden gleichfalls eine lineare Mannigfaitigkeit vierter Stufe, den 
"Raum des Komplexes T. Die Gleichung 

2,)p,= 0 
zwischen den Linienkoordinaten und den Parametern 2; hat unter diesen Umständen 
eine doppelte geometrische Bedeutung: Für jedes Verhältnis der 4; stellt sie eine in T 
enthaltene lineare Strahlenkongruenz und einen für T nullinvarianten linearen Komplex 


dar. Dabei geht dieser Komplex immer durch jene Kongruenz. Die obige Gleichung 
kennzeichnet also gleichzeitig das Element des C}-Raumes und das Element des T,-Raumes 





?) F. Klein, Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten Grades, Math. Annalen 2 (1870). 
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des linearen Komplexes T. Beide Räume sind zueinander perspektiv. Der Cj-Raum 
enthält o0* hyperbolische und ©% elliptische lineare Kongruenzen; ihre Leitgeraden 


sind je zwei im Nullraume von FT einander zugeordnete Strahlen. Der Cj-Raum ent- 
hält oo? parabolische lineare Kongruenzen, deren je vereinigte Leitgeraden mit je einem 
Komplexstrahle von T zusammenfallen. Die Parameterwerte 4; der parabolischen 
Kongruenzen unterliegen der Bedingungsgleichung: 


A+R+a+u—h=0. 


Gleichzeitig kennzeichnet diese Gleichung im T,-Raum von F die 0° speziellen linearen 
Komplexe, deren Achsen die Leitgeraden jener 00° parabolischen Kongruenzen sind. 


Zwei lineare Komplexe des T,-Raumes und die beiden mit ihnen inzidenten linearen 
Kongruenzen des C\-Raumes von T mit den Gleichungen E a,p,—=0, 2 b,p, = 0 haben 


die Invarianten (&)?, (8)* und die simultane Invariante (xß) (Nr. 1). Jene werden durch 
einen Büschel linearer Komplexe, diese durch einen Büschel linearer Kongruenzen ver- 
bunden; beide Büschel sind zueinander perspektiv und werden mittels eines Para- 
meters x dargestellt durch: 


&) (a, + xb)p,= 0, — oo <x<+m. 


Die Parameterwerte x,, % der beiden speziellen Komplexe des Komplexbüschels und 
der beiden parabolischen Kongruenzen des Kongruenzbüschels sind die Wurzeln der 
Gleichung: 

(2? + 2&ß)x + (BR = 0. 
Die Komplexe des Komplexbüschels und die Kongruenzen des Kongruenzbüschels 


haben eine und dieselbe (reelle oder imaginäre) Regelschar zweiter Ordnung gemein, 
bestehend aus Komplexstrahlen des linearen Komplexes T. 


Drei lineare Kongruenzen des C}-Raumes, die nicht in einem Kongruenzbüschel 


liegen, bestimmen einen Kongruenzbündel des Cj-Raumes, die mit ihnen inzidenten 
drei linearen Komplexe des T,-Raumes bedingen in diesem einen Komplexbündel. Die 
linearen Kongruenzen des Kongruenzbündels und die linearen Komplexe des Komplex- 
bündels haben zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) Komplexstrahlen von T gemein. 
Vier unabhängige lineare Komplexe des T,-Raumes werden durch ein Komplexgesbüsch 
verbunden, die vier mit ihnen inzidenten linearen Kongruenzen durch ein Kongruenz- 
gebüsch. 


3. Der gegebene lineare Komplex T bedingt sowohl in seinem Cj-Raume als auch 
in seinem T,-Raume je eine polare Korrelation. Sind £4,p,=0 und Z4’p, = die 


Gleichungen zweier linearen Kongruenzen C,, C} des Cj-Raumes und damit auch die 
Gleichungen der mit ihnen inzidenten linearen Komplexe T,,T; des T,-Raumes, so hat 
die bilineare Bedingung 


Akt Aydy + Ada Ad — Ad; = 0 
einen doppelten geometrischen Ursprung: 


Von den beiden linearen Kongruenzen C,,C} geht jede im geschart in- 
volutorischen Raume der anderen in sich über. Die beiden linearen Komplexe T,, Ti; 
sind füreinander nullinvariant, jeder von ihnen geht im Nullraume des anderen in sich 
über. Die beiden Leitgeraden jeder der beiden Kongruenzen sind je im geschart in- 
volutorischen Raume der anderen einander zugeordnet. Die beiden Kongruenzen haben 
eine (reelle oder imaginäre) Regelschar zweiter Ordnung gemein, bestehend aus Komplex- 
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strahlen von FT. Die beiden Leitgeradenpaare der Kongruenzen sind daher vier Leit- 
strahlen dieser Regelschar. Werden die beiden linearen Kongruenzen (C',, C; als kon- 


jugierte Kongruenzen des Cj-Raumes bezeichnet, die beiden linearen Komplexe T,,T; 
als konjugierte Komplexe des T,-Raumes, so folgt: 


I 


Einer gegebenen linearen Kongruenz C), | 


des Cj-Raumes sind die 3 linearen Kon- | des T,-Raumes sind die &% linearen Kom- 


gruenzen eines Kongruenzgebüsches kon- | plexe eines Komplexgebüsches konjugiert. 


Aus der Gleichung von (C;: ‚ Aus der Gleichung von T;: 


Einem gegebenen linearen Komplexe FT, 


Jugiert. 
a,Pı + AgPa + AzPp3s + Pa + Q5,P; — 0 
folgt die Gleichung 


des Gebüsches der konjugierten Kon- | des Gebüsches der konjugierten Komplexe: 
gruenzen: 


Alazpı + AıPs) + AylazPz + AzPp5) + Aslazpz + QzPp5) + Aylazpı + ayPp;) = 0 


oder: 
ı 4 
£AP —P 
Wr '=(. 
ha a, 


Die linearen Kongruenzen und die zugehörigen Gebüsche konjugierter Kongruenzen 


sind als Polkongruenzen und Polarkongruenzgebüsche im polaren C}-Raume des linearen 
Komplexes [' einander zugeordnet, die linearen Komplexe und die zugehörigen Ge- 
büsche konjugierter Komplexe als Polkomplexe und Polarkomplexgebüsche im polaren 
F,-Raume von FT. 

Ist die gegebene lineare Kongruenz C, parabolisch, der mit ihr inzidente lineare 
Komplex also ein spezieller Komplex (Nr. 2), so gilt: 


:+3+3+d—a=0. 
In Worten: 


Das Polarkongruenzgebüsch einer para- 
bolischen Kongruenz C, geht durch seine 
Polkongruenz (C.. 


Das Polarkomplexgebüsch eines speziel- 
len Komplexes [, geht durch seinen Pol- 
komplex T... 

Der lineare Komplex T besteht aber aus den Leitgeraden der parabolischen Kon- 
gruenzen (Nr.2) seines polaren C}-Raumes und ebenso aus den Achsen der speziellen 


. . . ’ . 1 
Komplexe seines T,-Raumes, er ist daher das Inzidenzgebilde seines polaren C}-Raumes 
und seines polaren T,-Raumes. 


. . 1 
4. Zwei lineare Kongruenzen des Cı- 


Raumes werden durch einen Büschel sol- 


cher Kongruenzen verbunden. Den »! Kon- 
gruenzen des Büschels sind die ©? linearen 
Kongruenzen seines Polarkongruenzbündels 


im polaren C}-Raume konjugiert. Aus 
der Gleichung des Kongruenzbüschels: 


5 
= (a,+ »b,)p,—V, 


Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 4. 


Zwei lineare Komplexe des T',-Raumes 
werden durch einen Büschel solcher Kom- 
plexe verbunden. Den »! Komplexen 
des Büschels sind die ©? linearen Komplexe 


seines Polarkomplexbündels im polaren 


F,-Raume konjugiert. Aus der Gleichung 
des Komplexbüschels: 


— oO <x<rmR, 


3u 
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folgt mit Hilfe der beiden Beziehungen 
a,4, E- AyAg E= Agig E= Ad ER Azi; — 0 y 
bi, + badg + bad; + bis — b5d, = 0 
die Gleichung des zugeordneten 














Polarkongruenzbündels: | Polarkomplexbündels: 
'Pı Pa — Ps Pa Pa —Ps Ps Pı —P; 
4 +, +, @,=0 
5b bb bb bb 5 
oder: 
| 3 
ft AP; Pi : P; 
| 3 
Le 1a, a, a,| = 0. 
| 3 
4% 


zıb, b b 


4 5| 


Die Kongruenzen des Kongruenzbüschels und die Komplexe des Komplexbüschels 
gehen durch ein und dieselbe in T enthaltene Regelschar zweiter Ordnung. Die Strahlen 
dieser Regelschar sind sowohl die Leitgeraden der oo! parabolischen Kongruenzen des 
Polarkongruenzbündels, als auch die Hauptachsen der oo! speziellen Komplexe des 
Polarkomplexbündels. 


II. Die Noethersche Abbildung. 


5. Ist T=0 die Gleichung eines gegebenen linearen Strahlenkomplexes T, so 
läßt sich mit ihrer Hilfe eine der Plückerschen Linienkoordinaten aus der qua- 
dratischen Plückerschen Fundamentalrelatiion P?=0 (Nr.1) eliminieren. Die oo° 
Strahlen des linearen Strahlenkomplexes erscheinen dann als die 00? Punkte der Hyper- 
fläche zweiter Ordnung P? im vierdimensionalen Raume. Ein ausgewählter Punkt A 
der Hyperfläche entspricht einem Komplexstrahle a. Die stereographische Projektion 
aus A in den diametralen dreidimensionalen Tangentialraum bildet die o® Komplex- 
strahlen auf die ©® Punkte dieses dreidimensionalen Raumes ab. Dabei sind im drei- 
dimensionalen Bildraume eine reelle Ebene e und ein in ihr liegender (imaginärer oder 
reeller) Kegelschnitt Ak? als Fundamentalgebilde ausgezeichnet, sodaß sich die linien- 
geometrischen Theoreme auf einen Bildraum mit euklidischer oder pseudoeuklidischer 
Metrik beziehen lassen. Hat — wie in Nr. 1 — die Fundamentalrelation P? = 0 die Form 


ptrR+tptri-Btpm-d; 

und ist p, = 0 die Gleichung des linearen Komplexes T', so wird nach Anfügen der stereo- 
graphischen Projektion die Abbildung in rechtwinkligen Koordinaten wiedergegeben 
durch: 
opı =, op=Ay 0m =, mr YPrR—h op ir Pr Ö@rh, 
Eine gegebene lineare Kongruenz des Komplexes 

A1Pı + Agpa + AsPps + Aypa + Asps = 0 
geht über in die Kugel 


—-(,C+%y+ Az — 4u+4)=0. 


sb 
2 2 2 j 5 


Werden in der Kugelgleichung 
+ y+2— 20 +ßy+y2) +6=0 
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die Größen «, ß, y, 0, ö als Kugelkoordinaten benutzt, wobei für den Radius po die Gleichung 
++ —o?—ö6=0 gilt, so folgt: 





„oh g- 2 „_—2h „WAHR h—H 
Tr PT 9 +) | 
Dom Mu— Az) 
ht h 


Die parabolischen linearen Kongruenzen werden auf die Nullkugeln abgebildet. Die 
Orthogonalitätsbedingung zweier Kugeln Kia, ß,y,ö6,0o) und K’(a’, ß’, y', 6’, o') 
nämlich 


’ 


2a + PR Hy) HN) =0, 
geht über in 
Ah + hit AB+ Au — Abk=0. 


Zwei einander senkrecht schneidende Kugeln entsprechen konjugierten linearen Kon- 


gruenzen im polaren Cj-Raume des Komplexes T. Eine Kugel und ihre Kreise gehen 
aus einer linearen Strahlenkongruenz und ihren Regelscharen zweiter Ordnung hervor. 
Die Polarentheorie des linearen Komplexes (Abschnitt I) mit ihren Begriffen Polkon- 
gruenz — Polarkongruenzgebüsch, Kongruenzbüschel — Polarkongruenzbündel usf. steht 
der Theorie der orthogonalen Kugeln gegenüber. Insbesondere entspricht dabei der durch 
eine lineare Kongruenz bedingten gescharten Involution die Inversion an einer Kugel. 


6. Ein Strahlenkomplex n-ten Grades ['„ schneidet den linearen Komplex T in 


einer Kongruenz C„ vom Bündel- und Feldgrade n. Sie erscheint im Punkteraum als 
algebraische Fläche 2n-ter Ordnung mit dem fundamentalen Kegelschnitt Ak? als 
n-fache Kurve. Der Strahlenkomplex FT‘, darf dabei nicht durch den Strahl a gehen, 
der das Zentrum der stereographischen Projektion abgibt. Zwei Strahlenkomplexe 


"m, T„ der Ordnungen m und rn schneiden zwei Kongruenzen C,„, C, in den linearen 


2Zmn 


Komplex, und diese beiden Kongruenzen haben eine Regelschar R” von der Ordnung 


2mn gemein. Die Bilder der beiden Kongruenzen C,, C; sind zwei Flächen von den 
Ordnungen 2m, 2n. Sie enthalten den fundamentalen Kegelschnitt als m- bzw. als 
n-fache Kurve und durchdringen einander außerdem in einer algebraischen Raumkurve 


von der Ordnung 2mn, dem Bilde der Regelschar R°””. 


*. In der Noetherschen Abbildung repräsentieren (Fig. 1) die ©® Unisekanten s 
des fundamentalen Kegelschnittes k® (die Minimalgeraden der zugehörigen Metrik) die 
&® Strahlenbüschel erster Ordnung des linearen Komplexes T. Von den ©® Komplex- 
strahlenbüscheln liegt einer in der unendlichfernen Ebene, sein Mittelpunkt ist der 
unendlichferne Punkt der Komplexhauptachse. Von den ©® mit dem fundamentalen Kegel- 
schnitt inzidenten Strahlen soll nunmehr ein Strahl u als Bild dieses unendlichfernen 
Komplexstrahlenbüschels in der Noetherschen Abbildung ausgezeichnet werden (Fig. 1). 
Eine gegebene Fläche zweiter Ordnung durch den fundamentalen Kegelschnitt k? schneidet 
u in einem nicht auf k? liegenden Punkt $S,. Die Fläche zweiter Ordnung repräsentiert 
eine lineare Kongruenz und der Punkt S, den unendlichfernen Strahl s. dieser Kon- 
gruenz. Der lineare Komplex enthält oo? Parallelstrahlenbüschel, je oo! von ihnen gehen 
durch denselben unendlichfernen Komplexstrahl s und ihre Mittelpunkte erfüllen diesen 
Strahl. Im Bildraume entsprechen den 02 Parallelstrahlenbüscheln die ©? mit dem 

30* 
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fundamentalen Kegelschnitte und mit u inzidenten Geraden p. Je oo! von ihnen gehen 
durch denselben Punkt 5, von u, erfüllen also einen Strahlenkegel zweiter Ordnung. 











Fig. 1. 


Eine Regelschar zweiter Ordnung NR? des linearen Strahlenkomplexes bildet sich 
in einen zwei Punkte des fundamentalen Kegelschnittes enthaltenden Kegelschnitt 
r®ab. Eine parabolische Regelschar ®B? des Komplexes ist nunmehr dadurch ausgezeichnet, 
daß der entsprechende Kegelschnitt p? außerdem die Gerade u in einem Punkte schneidet. 


III. Differentialgeometrische Eigenschaften der im linearen Strahlenkomplexe 
enthaltenen Regelscharen. 


8. Eine gegebene Regelschar des linearen Komplexes wird durch die (erweiterte) 
Noethersche Abbildung in eine Raumkurve verwandelt, und es wird ein Raumkurven- 
punkt P, seine Tangente t, sein Schmiegungskreis h? und seine Schmiegungskugel H? 
ins Auge gefaßt. Jedoch sind die Ausdrücke Schmiegungskreis und Schmiegungskugel 
wieder auf die Metrik des Bildraumes mit dem Kegelschnitt k? als Fundamentalgebilde 
zu beziehen. Die Schmiegungskugel des Raumkurvenpunktes ? repräsentiert die lineare 
Schmiegungskongruenz der Regelfläche längs des Komplexstrahles p. Diese hat mit 
der Regelfläche vier benachbarte Strahlen gemein und schmiegt sich ihr näher an als 
alle übrigen linearen Kongruenzen. Im Schmiegungskreise erkennen wir die im linearen 
Komplexe enthaltene Regelschar des längs p oskulierenden Hyperboloides wieder. 

9. Die vorhergehenden Betrachtungen ermöglichen eine besonders einfache Ab- 
leitung der wichtigsten speziellen Typen von Regelstrahlen der im linearen Komplexe 
enthaltenen Regelscharen. 

a) Der Torsalstrahl. 

Das Bogenelement ds einer Raumkurve im Bildraume sende seine Tangente ! 
durch einen Punkt des fundamentalen Kegelschnittes kA®. Die Raumkurve stellt eine 
mit ihrer Regelschar im linearen Komplexe enthaltene Regelfläche dar, der Berührungs- 
punkt ? aber repräsentiert einen Torsalstrahl der Regelfläche. Er schneidet seinen 
Nachbarregelstrahl, denn er liegt mit ihm in einem Strahlenbüschel erster Ordnung, 
dargestellt durch die Tangente 1. 
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b) Der Torsalstrahl höherer Ordnung. 

Berührt im Element ds die Tangente i n-fach, so liegt ein Torsalstrahl (n — 1)-ter 
Ordnung erster Art vor. Es sind rn benachbarte Regelstrahlen miteinander inzident. — 
Konstruiert man in der Umgebung des Raumkurvenpunktes P die Tangentenfläche 
der Raumkurve, so mag die Tangentenfläche den fundamentalen Kegelschnitt von n-ter 
Ordnung berühren. Die in der Raumkurve abgebildete Regelfläche hat dann an der 
Stelle p einen Torsalstrahl (r — 1)-ter Ordnung zweiter Art. Von n aufeinander folgenden 
Regelstrahlen schneidet jeder nur den folgenden, aber nicht den übernächsten. 


c) Der zylindrische Regelstrahl. 

Das Bogenelement der Raumkurve sende seine Tangente durch einen Punkt des 
fundamentalen Kegelschnittes k® und außerdem durch einen Punkt der Geraden u. 
Der durch den Berührungspunkt P dargestellte Regelstrahl liegt mit dem Nachbar- 
regelstrahl in einem Parallelstrahlenbüschel erster Ordnung von Komplexstrahlen (7). 


d) Der Scheitelregelstrahl. 

Das oskulierende Hyperboloid der Regelfläche an der betrachteten Stelle ist durch 
den Kegelschnitt dargestellt, der die Bildkurve oskuliert und durch die beiden funda- 
mentalen Punkte der Schmiegungsebene hindurchgeht (8). Bei Hyperoskulatıon 
dieses Kegelschnittes heißt der dargestellte Regelstrahl ein Scheitelregelstrahl. 


e) Der Wenderegelstrahl. 

Geht der oskulierende Kegelschnitt nicht nur durch die beiden Fundamental- 
punkte der Schmiegungsebene, sondern trifit er die Gerade u noch in einem Punkte, 
so ıst die durch den oskulierenden Kegelschnitt dargestellte oskulierende Regelfläche 
zweiter Ordnung ein Strahlenparaboloid (7). Der betrachtete Punkt der Raumkurve 
repräsentiert einen Wenderegelstrahl. 


f) Der mehrfache Regelstrahl. 

Ein Knotenpunkt, eine Spitze oder ein isolierter Punkt der Raumkurve im Bild- 
raume sind bzw. die Bilder des mehrfachen Regelstrahles, des Rückkehrregelstrahles 
oder des isolierten Regelstrahles der Regelschar im linearen Strahlenkomplex. 


Es lassen sich noch weitere spezielle Typen von Regelstrahlen auf diesem Wege 
charakterisieren und aus den angegebenen Typen können Singularitäten höherer Ordnung 
durch gegenseitige Überlagerung abgeleitet werden. Eine abwickelbare Regelschar 
des linearen Komplexes besteht aus Torsalstrahlen. Die Tangentenfläche ihrer Bild- 
kurve geht daher durch den fundamentalen Kegelschnitt k?. Den abwickelbaren Regel- 
scharen entsprechen also die Minimalkurven des Bildraumes. 


IV. Die Involutionen im linearen Strahlenkomplexe. 


10. Die ©? Strahlen eines linearen Strahlenkomplexes sind bekanntlich involuto- 
risch gepaart 

a) ım Nullraume eines gegebenen für FT nullinvarianten linearen Strahlenkom- 
plexes T”. 

b) im geschart involutorischen Raume einer gegebenen im linearen Strahlen- 
komplexe FT enthaltenen linearen Strahlenkongruenz C\. 

c) im polaren Raume einer gegebenen einscharig im linearen Strahlenkomplexe T 
enthaltenen Regelfläche zweiten Grades A?. 

Trotz dieser dreifachen Möglichkeit sind nur zwei verschiedene Arten von In- 
volutionen im linearen Strahlenkomplexe zu unterscheiden, denn die Fälle a) und b) 
führen auf dieselben Involutionen. 
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Die linearen Strahlenkomplexe T und FT” seien füreinander nullinvariant. Dann 
ist im Nullraume von T’ einem gegebenen Komplexstrahle s von F ein zweiter Komplex- 
strahl s, von FT als konjugierter Strahl involutorisch zugeordnet; gehört der Strahl s, 
auch dem Komplexe T” an, so fällt er mit s zusammen. Die durch den Nullraum von 
F’” hervorgerufene Involution im Komplexe T hat also oo? Doppelstrahlen; sie erfüllen 
eine lineare Strahlenkongruenz C/, die Schnittkongruenz der linearen Komplexe T und F”. 

Die füreinander nullinvarianten Komplexe FT, T”’ weisen einer gegebenen Ebene x 
zwei Nullpunkte P, P, zu, die auf einem gemeinsamen Komplexstrahle g liegen. Die 
Punkte ?, P, sind homologe Punkte im geschart involutorischen Raume der linearen 
Kongruenz Cj, erfüllt von allen gemeinsamen Komplexstrahlen. Sind nähmlich wieder 
s, s; zwei im Nullraume von FT’ konjugierte Komplexstrahlen von FT und g ein mit s und 
s; inzidenter gemeinsamer Strahl beider Komplexe, so ist der Ebene g=n als 
Nullpunkt zugeordnet 

durch FT der Punkt sg=P, 
„ . „ sg=Pı- 
Zugleich ist der Ebene s,g =, als Nullpunkt zugeordnet 
durch T’ der Punktsg=P. 
„ I» „ sg=P:;. 
Die Punkte ?, P, und ebenso die Ebenen x, z, sind einanderalso involutorisch zugeordnet, 
und diese Involution ist geschart involutorisch, weil konjugierte Punkte ?, P, auf einem 
gemeinsamen Strahle g der beiden Komplexe liegen und konjugierte Ebenen x, r, durch 
einen solchen Strahl gehen. 

Die mit s und mit s, inzidenten gemeinsamen Strahlen beider linearen Komplexe 
liegen in der linearen Kongruenz C] und erfüllen daher eine Regelschar zweiter Ordnung. 
Wenn der gemeinsame Komplexstrahl g diese Regelschar durchläuft, so beschreiben 
die konjugierten Punkte ?P, P, des geschart involutorischen Raumes die Strahlen s, s,. 
Die Komplexstrahlen s, s, des linearen Komplexes FT sind also nicht nur konjugierte 
Strahlen im Nullraume des linearen Komplexes T”’, sondern auch konjugierte Strahlen 
'im geschart involutorischen Raume der linearen Kongruenz C}. Hiernach gilt: 

Eine Involution erster Art im linearen Strahlenkomplexe ist bedingt durch den Null- 
raum eines für T nullinvarianten linearen Strahlenkomplexes T’ und zugleich durch den 
geschart involutorischen Raum der den beiden Komplexen T und T’ gemeinsamen linearen 
Kongruenz C}. Konjugierte Strahlen der Involution erster Art sind sowohl im Nullraume 
von T’ als auch im geschart involutorischen Raume von C} einander zugeordnet. Die In- 
volution hat die ©? Strahlen der linearen Kongruenz C} zu Doppelstrahlen. 

Die zweifache Bestimmung der Involution erster Art erscheint selbstverständlich, 
wenn bedacht wird, daß die Polarentheorie des linearen Strahlenkomplexes T (Abschnitt I) 
zwei verschiedene Formen annimmt, je nachdem der T,-Raum der 00% für F nullinvarian- 
ten linearen Komplexe oder der Cj-Raum der © in T enthaltenen linearen Kongruenzen 
den Ausgangspunkt bildet. 

11. Der lineare Komplex ist polarinvariant für jede einscharig in ihm enthaltene 


Regelfläche AR? zweiten Grades?). Hieraus folgt: 
Eine Involution zweiter Art im linearen Strahlenkomplexe T ist bedingt durch den 
polaren Raum einer einscharig im linearen Komplex T enthaltenen Fläche zweiter Ordnung R°®. 


3) Reye, Geometrie der Lage 2, Stuttgart 1907, S. 117. Der Satz geht auf v. Staudt zurück. 
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Konjugierte Strahlen der Involution sind reziproke Polaren für die Fläche zweiter Ord- 
nung R?. Die Involution hat die oo! Regelstrahlen von R? zu Doppelstrahlen. 

Der lineare Strahlenkomplex trägt 00% Involutionen erster Art und &® Involutionen 
zweiter Art. Von einer Klassifikation dieser Involutionen im einzelnen soll hier abge- 
sehen werden. 


12. Will man sich in der Geometrie des linearen Strahlenkomplexes T mit dem 
Effekt der Noetherschen Abbildung begnügen, so scheinen die Überlegungen der Nr. 10 
und 11 entbehrlich zu sein. Die Kollineationen des linearen Komplexes in sich werden 
nach Anwendung der Noetherschen Abbildung durch quadratische Cremonatrans- 
formationen im dreidimensionalen Bildraume wiedergegeben. Es gibt zwei Arten invo- 
lutorischer quadratischer Cremonatransformationen, und aus ihnen ist auf die beiden 
Arten von Involutionen im linearen Strahlenkomplex zu schließen. 

Die eine involutorische quadratische Transformation ist durch die Inversion dar- 
gestellt. Eine Fläche zweiter Ordnung C? durch den fundamentalen Kegelschnitt A? 
ordnet der Ebene e dieses Kegelschnittes den Pol € zu; zwei inverse Punkte ?, P, liegen 
auf demselben Strahle durch das Inversionszentrum C, jeder in der Polarebene des 
andern. — Das Zentrum C werde als Ecke 2, = 2, = 2, = 0 des Koordinatentetra- 
eders gewählt, die Ebene eals x,=0. Es sei @%(x,, &, %3) = 0 die Gleichung des Kegels 
aus C durch den fundamentalen Kegelschnitt k?, sodaß sich die Gleichung der Fläche €? 
schreibt: 


P° (1, %g, La) — ca] — 0 (e Konstante). 
Dann ist die Inversion wiedergegeben durch: 


2 
A Rn TEape pn ze , (X, %e, 73) 
T . Toy . Lg . % tar Tı I . 42) Lq . Tg La D c . 


Damit ist die Involution erster Art im linearen Komplex F durch eine Inversion dargestellt. 
Es ist auch ersichtlich, daß die Involution durch den geschart involutorischen Raum 


einer im Komplexe enthaltenen linearen Kongruenz C} hervorgerufen wird, weil die 
Inversion die oo? Punkte der Fläche zweiter Ordnung C? zu Fixpunkten hat. Daß dieselbe 
Involution auch durch den Nullraum eines für den linearen Komplex F nullinvarianten 
linearen Strahlenkomplexes FT’ bedingt wird (10), geht aus der Noetherschen Ab- 
bildung allein nicht hervor, weil der dreidimensionale Bildraum die Geometrie des linearen 
Komplexes von innen, aber nicht von außen zeigt. Dasselbe Mißgeschick erleidet die Po- 
larentheorie des Komplexes bei der Abbildung. Die Vorteile der Abbildung liegen hier 
in anderer Richtung: 

13. Die Wahl des unendlichfernen Kugelkreises zum fundamentalen Kegel- 
schnitte A? führt die Darstellung der Involution erster Art auf die Transformation durch 
reziproke Radienvektoren an einer (reellen oder imaginären) Kugel zurück. Die Kugel C? 


und ihre ©&3 Orthogonalkugeln repräsentieren eine lineare Kongruenz C} und das zu- 
gehörige Polargebüsch der &® konjugierten linearen Kongruenzen; jede von ihnen ist 


im geschart involutorischen Raum von C! invariant. 

Die durch eine Inversion an einer Kugel in sich überführbaren Flächen hat Moutard®) 
behandelt und als anallagmatische Flächen bezeichnet. Sie werden hier selbstinverse Flächen 
genannt. Eine für die Kugel C? selbstinverse Fläche F ist Hüllfläche von ©? Orthogonal- 
kugeln von C?, Die 2? Mittelpunkte der umhüllten Kugeln erfüllen eine Fläche, den 








*) Moutard, Sur la transformation par rayons vecteurs röeiproques, Nouv. Ann. (2) 3 (1864), S. 306—309. — 
Sur les surfaces anallagmatiques du quatriöme ordre, ebenda S. 536—539. 
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Deferenten D. (In besonderen Fällen umhüllt # nur oo! Orthogonalkugeln, deren Mittel- 
punkte eine Kurve erfüllen.) Die selbstinverse Fläche F ist durch ihren Deferenten 
bestimmt. Um einen herausgegriffenen Punkt O des Deferenten schlagen wir die Ortho- 
gonalkugel O? zur Inversionskugel C? und legen in O an den Deferenten D die Tangential- 
ebene y. Das Lot vom Inversionszentrum auf die Tangentialebene y schneidet die Ortho- 
gonalkugel in ihren beiden (zueinander inversen) Berührungspunkten G, G, mit der selbst- 
inversen Hüllfläche F'. 

Die selbstinverse Fläche F repräsentiert eine im linearen Komplex enthaltene 
Strahlenkongruenz C,. Die oo? Strahlen dieser Kongruenz C, sind im geschart involu- 


torischen Raum der linearen Kongruenz C} involutorisch gepaart. Wird eine solche 
Kongruenz als involutorisch selbstgescharte Kongruenz bezeichnet, so gilt: 


Eine für die lineare Kongruenz C} involutorisch selbstgescharte Kongruenz C, geht 


im geschart involutorischen Raume von Cı in sich über. In je zwei konjugierten Kongruenz- 
strahlen wird die Kongruenz von einer involutorisch selbstgescharten linearen Kongruenz 
berührt. Eine involutorisch selbstgescharte Kongruenz C, umhüllt also ©? involutorisch 
selbstgescharte lineare Kongruenzen und jede Hüllkongruenz involutorisch selbstgescharter 
linearer Kongruenzen ist involutorisch selbstgeschart. 

Zu bemerken ist, daß zweı selbstinverse Flächen des Bildraumes einander in einer 
selbstinversen Raumkurve durchdringen und daß diese Raumkurven die involutorisch 
selbstgescharten Regelscharen des linearen Strahlenkomplexes darstellen. 

Die hier dargelegten Theoreme über die Geometrie des linearen Strahlenkomplexes 
führen uns auf manche neuen Fragestellungen und sollen in einer weiteren Arbeit 
behandelt werden. 


Eingegangen 9. September 1935 

















Konstruktion von galoisschen Körpern der Charakteristik » 
zu vorgegebener Gruppe der Ordnung »". 


Von Ernst Witt in Göttingen. 


Es ist eine bekannte Frage aus der Körpertheorie, ob es bei festem Grundkörper 
R und zu vorgegebener endlicher Gruppe © galoissche Körper ÄA/A mit einer zu © 
isomorphen Gruppe gibt. Es ist eine weitere Aufgabe, alle derartigen Körper wirk- 
lich zu konstruieren. 

In dieser Arbeit soll die vollständige Lösung gegeben werden für den Fall, daß 
der Grundkörper AR die Charakteristik p hat, und daß © eine p-Gruppe ist. 

a durchlaufe alle Zahlen des Grundkörpers. In dieser additiven Gruppe bilden 
die Zahlen a’ — a eine Untergruppe vom Index 


(a:ar —a) = p" IN =0,1,... 0) 


n sei die kleinstmögliche Anzahl von Erzeugenden der Gruppe ®. Ferner sei p’ 
die Ordnung von ®, und 2 die Anzahl äller Automorphismen der Gruppe ©. 
Wir werden folgendes Resultat beweisen: 


Satz. Für die Existenz von galoisschen Körpern K/R zur Gruppe © ıst die Bedingung 
n<sN 


notwendig und auch hinreichend. Für N = w gibt es zu jeder p-Gruppe unendlich viele 
Körper. Falls N eine endliche Zahl ist, ist die Anzahl der verschiedenen Körper zur Gruppe © 
genau 


= pNt—(pN ii 4) (pX —p). +» (p" — p"1) (n <N). 


Das erste Ergebnis in dieser Richtung erzielten Artin und Schreier!). Sie zeigten, 
daß AR immer einen zyklischen Oberkörper vom Grade p? besitzt, wenn ein solcher vom 
Grad p vorhanden ist (N > 1). Neuerdings hat Albert?) unter derselben Voraussetzung 
auch die Existenz eines zyklischen Oberkörpers vom Grade p’ nachgewiesen. Die Art 
der Körperkonstruktion hängt eng zusammen mit einem Satz von R. Brauer?) über 
verschränkte Produkte. — 

Am Schluß werden wir für eine beliebige Körpercharakteristik alle Körper mit 
Quaternionengruppe konstruieren. 


1) E. Artin und O. Schreier, Über eine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Körper, Abh. Math. Sem. 
Hamburg 5 (1927). 

®) A. A. Albert, Cyelie fields of degree p" over F of characteristic p, Bull. Am. Math. Soc. 40 (1934). 

») R. Brauer, Über die Konstruktion der Schiefkörper, die von endlichem Rang in bezug auf ein gegebenes 
Zentrum sind, Crelle 168 (1932), Satz 7.— Vgl. vor allem die Schlußbemerkung von H. Hasse zu seiner Lösung der 
Aufgabe 156, Jahresber. der D.M. V.44 (1934), 63/64. 

Journal für Mathematik. Bd. 174. Heft 4. 31 
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I. Bemerkungen über p-Gruppen. 


In der Gruppe ® bilden wir die Untergruppe &*, die von allen Elementen der 
Form zya!yr erzeugt wird. Diese charakteristische Untergruppe &* enthält 
yP—AylTtyplund ayaty = zyaTyp—.y®; umgekehrt wird &* von allen Kommu- 
tatoren und p-ten Potenzen erzeugt wegen zya!yr! = zya'y! «+ y’. 6/&* ist die 
größte abelsche Faktorgruppe vom Exponenten p. 

& habe die Ordnung pf, es sei (6: &*) = p". Burnside hat bewiesen, daß sich © 
durch n, aber nicht durch weniger Gruppenelemente erzeugen läßt. Ferner ist die Anzahl 2 
der Automorphismen von © ein Teiler der Zahl 


2 — pr ip” rn 1) (p" —p) u (p" BB p""') . 
Für diese Tatsache hat Hall?) einen einfachen Beweis gegeben. 

Ein Normalteiler @=+1 von ® enthält stets Elemente + 1, die im Zentrum 3 
von ® liegen. Das folgt in bekannter Weise aus der Zerlegung von N in Klassen be- 
züglich © konjugierter Elemente. 

Es sei &* #1. Dann gibt es eine Untergruppe g #1 vom Exponenten p, die in 
3 ©* liegt. Wenn g möglichst groß gewählt wird, ist g eine charakteristische Unter- 
gruppe von ©. 


Die Elemente der Untergruppe 9 seien mit g,g,,... bezeichnet, die Elemente 
der Faktorgruppe FT = ©/g mit 0,0, rT,...;u, sei ein Vertreter der Nebengruppe o. 

& läßt sich als verschränktes Produkt darstellen durch die Formeln: 

(1a) a FR 

(1b) ug = gu, 

(10) Ba,rdgor — Ba,oßen,r" 


Hilfssatz. Es gibt genau (g:1)" Automorphismen der Gruppe ©, die alle Neben- 
gruppen von g festlassen. 

Beweis. Ein solcher Automorphismus A läßt alle Elemente von &* fest, denn 
aus wi —= g,x, folgt (x, 2,07! ag") = x, 2,0728. Erst recht bleiben die Elemente 
von gfest. Esseiui = g,u,. Wird A auf die Gleichung (1 a) angewandt, so folgt gg, = 8. 
Umgekehrt wird durch jede homomorphe Abbildung o—g, ein Automorphismus A 
der Gruppe © festgelegt, der jede Nebengruppe von g festläßt. Da g abelsch vom Ex- 
ponenten p ist, gehen bei jeder solchen Abbildung die Elemente von F* in 1 über. Es 
ist P* = $*/g, also (FT: F*)= p". Nun gibt es genau (g:1)" Abbildungen von F/T* 
auf g und damit auch von /’ auf g, w. z.b. w. 


II. Analyse. 


Um einen passenden Ansatz für die Konstruktion aller Körper mit der Gruppe © 
zu finden, beginnen wir mit der Analyse. 

In einer früheren Arbeit 5) findet sich im Abschnitt III die vollständige Behand- 
lung der abelschen Körper vom Exponenten p. Deshalb genügt es hier, T* +1 voraus- 
zusetzen. Dieser Arbeit entnehmen wir auch die Bezeichnung px = x? — x, ferner werden 
wir ım nächsten Abschnitt von den Sätzen W. I,2 und W. I, 3 über Summandensysteme 
wesentlich Gebrauch machen. 


*) P. Hall, A contribution to the theory of groups of prime-power order, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 36 (1934), 
35/36. 

5) E. Witt, Der Existenzsatz für abelsche Funktionenkörper, dieses Journal 173 (1935). — Die Resultate 
dieser Arbeit werden hier mit W.1,3 usw. zitiert. 
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Es liege ein galoischer Körper K/R vor, dessen Automorphismengruppe die vorhin 
beschriebene Gruppe ® ist. Der Untergruppe g entspreche der galoissche Zwischen- 
körper k. 

Da K/k abelsch vom Exponenten p ist, kann X = k($',..., 0’) gesetzt werden, 
wobei p’ = (g:1) ist, und jedes 0” einer Gleichung 


(2) 60” dur y’ 
genügt (v—=1,...,rist ein Index). Wenden wir auf (2) die Operation g — 1 an, so sehen 
wir, daß 

(3) (g — 1)0" = y(g) 


im Primkörper liegt. Die Funktion x” ist ein additiver Charakter der Gruppe g, und 
zwar bilden diese x” eine Basis für alle Charaktere y von g (W. III). Aus (2) folgt 


g-N ww 1)" = (m —I)g 1)" = (w—1)y’(g)=0, 
daher liegt 


(4) (u, — 1) 0 = 
in k. Auf diese Gleichung werde die Operation 9 angewandt, wir erhalten dann 
(5) (e — 1)y’ = ps. 


Endlich berechnen wir 
ö. + 00, — dar = [(us — 1) + us(ur — 1) — (Us — 1)]0° 
=u,@.-N"=u,rg,) > X): 


also 


(6) ni): 


III. Konstruktion. 


Indem wir gewissermaßen die Betrachtungen des vorigen Abschnitts umkehren, 
gelangen wir tatsächlich zu einer Konstruktionsmethode, die uns alle Körper Ä/R mit 
der vorgeschriebenen Gruppe ®& liefert. Es sei wieder &* #1. 

x(g) sei eine homomorphe Abbildung der Gruppe g auf die additive Gruppe der 
Primkörperzahlen. Es gibt (g : 1) = p’ verschiedene derartige Charaktere y der Gruppe g. 
Mit x},..., %” bezeichnen wir eine Basis für alle Charaktere y. Aus (le) folgt 


(7) ML EL MILE. PIE MP 


Die Körperkonstruktion führen wir schrittweise aus. Wir nehmen an, wir hätten 
schon einen Körper k/R, dessen galoissche Gruppe mit der gegebenen Gruppe T iso- 
morph ist. Wir denken uns eine bestimmte Isomorphie zu Grunde gelegt: Dem Gruppen- 
element o entspreche der Körperautomorphismus s. 

Infolge der Gleichung (7) können wir den Satz W. I, 3 über Summandensysteme 
anwenden: 


(8) ER Ba a ek 4 
ist mit Zahlen ö, aus dem Körper k lösbar. Es folgt 
Pös + sPd — Pin 0, 
und nach W.I,2 ist deshalb 
(9) pö; = (s — 1)y’ 
mit Zahlen y” aus dem Körper k lösbar. 


31” 
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Ohne die Richtigkeit der Formeln (7), (8), (9) zu verletzen, dürfen wir jedenfalls 
[(a) kommt später] 

(b) x’, ö,, y’ simultan einer linearen Transformation unterwerfen, deren Koeffi- 
zienten ganze Zahlen mod p sind, 

(ce) simultan 6, durch 6, + (s — 1) a’, y” durch y" + 9a” ersetzen (a” aus k). 

Nun wollen wir die Möglichkeit einer Gleichung £x,y’ = pß widerlegen, in der 
nicht alle Zahlen x, = 0 mod p sind. Wegen (b) genügt es, y! = pß zu widerlegen, und 
wegen (c) brauchen wir nur zu zeigen, daß y! = 0 unmöglich ist. 

Es sei y' = 0, dann liegt wegen (9) ö, im Primkörper, und wir können 6, = y'(g,) 
setzen. Die Gleichung (8) lautet jetzt 

(9) #5. Su, 3002, M7 
Q, sei die Untergruppe von 9, die durch x!(g) = 0 bestimmt wird. Wir betrachten die 
Gruppe © jetzt nur noch mod g,. Die Beziehung &* > g > 1 bleibt dann bestehen. 
Andererseits folgt aus (9’), daß die Elemente gu, untereinander eine Gruppe U bilden, 
und zwar wird G=gx U, folglich &* = U*. ©* ist also doch fremd zu g, und das ist 


ein Widerspruch. 
Wir haben also gezeigt, daß die Zahlen y” linear unabhängig sind bezüglich der 


Zahlen @ß. 6” sei eine Wurzel der Gleichung 

(10) pı=y’. 
Wir bilden nun den Körper K=k(9,...,0,). Nach W.II ist (X:k) = p’, also 
(X: R)= p’. Durch 

(11) = +), Bam 
wird ein Automorphismus g von KÄ/k erklärt. Da 6°” + 6, wegen (9) der Gleichung 
px = sy” genügt, wird durch 


(12) v0 = 0’ +6), v8 = 5% 

ein Automorphismus v, von Ä/R festgelegt. Jetzt behaupten wir 
(13a) A FE 
(13b) u = En. 


Für die Zahlen von k stimmen diese Regeln natürlich, daher müssen wir nur noch ihre 
Gültigkeit bei Anwendung auf die Zahlen 6° prüfen: Es ist 
ww” = vl’ +H)=- ++ Sa, 
tt) +. + de 
und wegen (8) stimmen beide Zeilen überein; entsprechend wird (13b) bewiesen. 

Damit haben wir offensichtlich gezeigt, daß KÄ/R galoisch mit einer zu © iso- 
morphen Gruppe ist. 

Ergebnis. %k/R sei galoisch mit einer zu T isomorphen Gruppe. Dann erhalten 
wir auf folgende Weise jeden Oberkörper K|R mit einer zu & isomorphen Gruppe: Wır 
wählen beliebig 

(A) eine isomorphe Abbildung von T auf die Automorphismengruppe von k|R: 0-5, 

(B) eine Basis y’ für die additiven Charaktere x von 0, 


(C) eine Lösung d, von x(g,,) = 6, + 50, — du (W. 1,3), 

(D) eine Lösung y’ von pö, = (s —1)y’ (W.1,2) 
und adjungieren sämtliche Wurzeln der Gleichungen px = y’ zu k. Die Abbildung von 
& auf die galoissche Gruppe von K/R läßt sich ferner so einrichten, daß sie die schon 


gewählte Abbildung (A) fortsetzt. 
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Bemerkung. Für eine Grundkörper At, dessen Charakteristik + p ıst, der aber 
die p-ten Einheitswurzeln enthält, lassen sich beinahe alle Überlegungen zur Konstruk- 
tion von Körpern K/R zu einer gegebenen p-Gruppe im multiplikativer Fassung durch- 
führen. (Für die Elemente des Primkörpers sind die Einheitswurzeln zu nehmen, statt 
px ist xP zu setzen, W. I, 2 läßt sich durch W. I, 1 ersetzen.) Nur das analoge Gleichungs- 


system 
’ 0,(6:)" 
(e‘) AR Dr 
Öst 


braucht nicht immer lösbar zu sein, sondern das Zerfallen der Algebren (%"(g,,), k) 


wird hier zum Kriterium für die Existenz eines Körpers Ä. Auch wenn es über dem Grund- 
körper R keine Algebren vom Exponenten p gibt, ist (c’) im Gegensatz zu (c) im allge- 
meinen nur theoretisch lösbar, aber sonst bleibt dann die ganze Theorie richtig. 


IV. Abzählung. 

Statt der Abbildung o—s in (A) werde eine andere Abbildung o—s zugrunde 
oelegt. Unter welchen Umständen ist es möglich, daß durch passende Wahl in (B), 
(C), (D) trotzdem derselbe Körper A erscheint ? Die letzten Zeilen im oben formulierten 
Ergebnis führen zur Antwort: 

(a) Genau dann, wenn der Automorphismus o—>0o von T durch einen Automor- 
phismus von & induziert wird. 

In (B) werde eine andere Basis für die Charaktere zugrunde gelegt. Aus (b) folgt, 
daß stets durch eine passende Wahl der Lösungen in (C) und (D) derselbe Körper ÄX 
erreichbar ist. 

In (C) werde eine andere Lösung gewählt. Nach W. TI, 2 hat die Differenz beider 
Lösungen die Form (s—1)a”. Aus (c) folgt, daß durch eine passende Änderung in (D) 
derselbe Körper Ä entsteht. 

Jede neue Lösung von (D) hat die Form y" + 5b", wobei b’ in R liegt. Wann führt 
sie zum selben Körper X? Die Antwort lautet: 

(d) Genau dann, wenn b" = pß” ist, wobei ß’ in k liegt. (Nach W. III erzeugen die 
zulässigen ß" gerade den zur Untergruppe T* gehörigen größten abelschen Unterkörper k* 
vom Exponenten p.) 

N sei endlich. Wir können nun feststellen, wieviel Körper A es über k gibt. Dazu 
genügt es, noch anzunehmen, daß g eine eharakteristische Untergruppe von © ist. @ sei 
die Anzahl der Automorphismen der Gruppe FT, ©, sei die Anzahl derjenigen Automor- 
phismen von FT, die von Automorphismen von ® induziert werden. Nach dem in I be- 
wiesenen Hilfssatz ist ©, = 2/p”. In (A) gibt es »/», wesentlich verschiedene Möglich- 
keiten der Wahl, in (D) gibt es p"X—”) wesentlich verschiedene Möglichkeiten. Also 
gibt es genau 

2) N) — cv prs 
Op 2 
verschiedene Körper K über demselben Körper k. 

Jedem Körper K ist eindeutig ein Unterkörper k zugeordnet, d. h. unabhängig 
davon, wie die Automorphismen von Ä/R bezeichnet werden. Da es nach Induktions- 
annahme im ganzen 


1 


14) 


"u | Me 1) (p" FR p) PEN (p" mn ze) 
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verschiedene Körper k mit der Gruppe FT gibt, ist die Anzahl der verschiedenen Körper X 
mit der Gruppe © genau 


- prpF — A) (p — p) + (pX! — pr), q. e.d. 


Bemerkung. & sei eine p-Gruppe mit möglichst vielen Automorphismen, d. h. es 


seı @ = Q. Dies ist z. B. der Fall für eine zyklische Gruppe, allgemein für eine abelsche 
Gruppe vom Typus (p®, p’, ...., p*) oder für die Quaternionengruppe oder für eine Gruppe 
der Ordnung p?, in der jedes Element die Ordnung p hat. Dann erreicht die Zahl w, die 
für die Faktorgruppe T gültige obere Schranke, also ist ©», =o= w. (Alle echten 
charakteristischen Untergruppen von ® liegen in ©*. Durch Induktion kann leicht 
gezeigt werden, daß alle Automorphismen einer charakteristischen Faktorgruppe durch 
Automorphismen von ®& induziert werden, und daß die Faktorgruppe wieder möglichst 
viele Automorphismen besitzt.) 

Bei der Konstruktion von Körpern X zu einer Gruppe ® mit möglichst vielen 
Automorphismen kommt es also nicht wesentlich darauf an, welche Abbildung in (A) 
zugrunde gelegt wird. Da es sowieso auch nicht auf die Wahl in (B) und (C) ankommt, 
genügt es, die Lösungen von (D) zu variieren, um zu allen Körpern Ä zu gelangen. 


V. Konstruktion zyklischer Körper. 


Wenn es sich um eine zyklische Gruppe ® der Ordnung p’ handelt, lassen sich 
die bisherigen Überlegungen etwas einfacher gestalten. Das möge hier kurz geschehen. 

k/R sei ein zyklischer Körper vom Grade p/—!(f > 1), die Charakteristik sei p. 
Mit s bezeichnen wir irgendeinen erzeugenden Automorphismus von k/R, ınit Sp die 
Spurbildung. x sei eine Zahl + 0 aus dem Primkörper. 

Analyse. K = k(®) sei ein gegebener Körper, der über R zyklisch vom Grade p’ 
ist. 5 sei ein Automorphismus von Ä/R, der die Fortsetzung von s ist. S erzeugt die 


Gruppe von Ä/R, und Ti g die Gruppe von Ä/k. Es darf angenommen werden, 
daß ® einer Artin-Schreierschen Gleichung 99 = y genügt, und daß (g — 1) = y 
gilt. Wegen (g — 1) ($S — 1)0 = (S — 1) (g — 1)0 = (S —1)x = 0 liegt ($ —1)0 = Ö 
schon im Körper k. Es folgt jetzt (s — 1)y = pö und 
- 
ee ($ —1)9 = (g—1) = g. 

Konstruktion. Nach W.I gibt es eine Zahl ö mit Spö= x. Ferner hat wegen 
Sppö = 0 auch die Gleichung (s — 1)y = pö eine Lösung y. 

Ohne Änderung der Formeln darf gleichzeitig ö durch ö + (s—1)® und y durch 
y + 9x ersetzt werden. 

Um y #pß zu beweisen, genügt es daher, y = 0 zu widerlegen. Aus y = 0 würde 
pö = 0, also Sp ö = 0 folgen, und das ist ein Verstoß gegen Spö = y. 

0 sei eine Wurzel der Gleichung px = y. K = k(®) hat über R den Grad p’. Weil 
8 -+ö der Gleichung px = sy genügt, wird durch 


S=90-+6, Sa = 5% 


ein Automorphismus von Ä/R festgelegt. Wegen Sa + Spö # 6 hat S$ die 
Ordnung p’. Daher ist Ä/R zyklisch, und $ ist ein erzeugender Automorphismus. Es 
ist noch X = R($) zu bemerken. 

Ergebnis. k/R sei zyklisch vom Grad p!'—!(f >1). Dann erhalten wir auf folgende 
Weise jeden zyklischen Oberkörper K/R vom Grad p!: Wir wählen beliebig 





Lw 


Witt, Konstruktion von Körpern zu vorgegebener Gruppe der Ordnung pf. 243 


(A) einen erzeugenden Automorphismus s von k{R, 
(B) eine Zahl y + 0 aus dem Primkörper, 

(C) eine Lösung ö von Spö = y, 

(D) eine Lösung y von (s —1)y = pö 
und adjungieren eine Wurzel 6 der Gleichung px = y zu R. Alle anderen Körper dieser 
Art gewinnen wir dadurch, daß wir y durch y-+r ersetzen (r aus R). 

Versehen wir die Zahlen 7, ö, y, 0 mit einem Index f, um den Schritt (/ — 1)/f an- 
zudeuten, so können wir etwa %,= (— 1)" und 6,= (0, *-- VEN a wählen — da- 
dureh erhalten wir genau die Formeln von Albert ?) wieder. 

Bemerkung. Wenn die Charakteristik + p ist, aber k eine p-te Einheitswurzel 
z +1 enthält, so lautet das zu lösende Gleichungssystem: 

(14) Norm 6 = y, =. 

Die erste Gleichung ist genau dann lösbar, wenn die zyklische Algebra (x, k, s) zerfällt; 
dagegen hat die zweite immer eine Lösung. 

Beispiel. Konstruktion der zyklischen Körper vierten Grades, die einen festen 
Körper R(ya) enthalten (Charakteristik + 2). 

Damit es solche Körper Ä überhaupt gibt, muß x = — 1 Norm einer Zahl aus 
R(ya) sein, d.h. a=b?+ c muß in A lösbar sein. Ist umgekehrt a = 5b? + c?, so ist 
sicher c #0, und durch 

_b—ya 


Ö =a-+bja 
"iR. y=a-+bja 


werden in der Tat beide Gleichungen (14) gelöst. Folglich werden dann durch 
K = R(Yr(a + bıa)) 
alle derartigen Körper gegeben, indem r alle Zahlen #0 aus AR durchläuft. 


VI. Konstruktion von Quaternionenkörpern. 

Erster Fall. Der Grundkörper habe die Charakteristik 2. k sei ein Körper mit der 
Vierergruppe T = (e, 0,, 05, 03), R(£,) sei der zur Untergruppe (e, o,) gehörige quadratische 
Unterkörper von k. Wir dürfen 

pE,= @,, LE, = 0 
annehmen. Der Index » werde mod 3genommen. Die Charakterwerte des Faktorensystems 
sind folgende: 


ER —(, —1, x(g, e ‚=1. 

Um die Formeln von W.1,3 und W.]I,2 anwenden zu können, brauchen wir 
noch eine Hilfszahl C, deren Spur nicht verschwindet. Die Spur von € = &£,; 18, ist 1. 
Nach leichter Rechnung folgt. 

6,= &4ı +1 (6, = 09); P0,., = 4,413 y= 6;ı8,. 
Satz. Durch 
G9f, + A3&9 + A183 + ) 
19) 
werden alle Körper mit Quaternionengruppe gegeben, die den biquadratischen Körper k 
enthalten. Dabei durchläuft r alle Zahlen des Grundkörpers R. 
Zweiter Fall. Die Charakteristik des Grundkörpers sei+2. k—= R(£,, &,, &,) sei wieder 
ein Körper mit der Vierergruppe T', wobei 


K-R( 
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& us d,, ITE, = 1 
gelte. Wir behaupten den folgenden Satz. 


Satz. Damit es überhaupt Körper mit Quaternionengruppe gibt, die k enthalten, 
müssen die quadratischen Formen 


Za,x und Zy? („,,=1,2,3) 
einander äquivalent sein. Umgekehrt, sind diese äquivalent, so sei 
=, AWp.l=2- 
Dann werden durch 
K = R(Yr(pu&ı + Parka + Pas$5)) 
alle solchen Körper geliefert. Dabei durchläuft r alle Zahlen +0 des Grundkörpers R. 

Beweis. Die Quaternionengruppe sei in Gestalt eines verschränkten Produktes 

gegeben: 
balı = Go,rlar (= +1; u=1) 

Ob k Unterkörper eines Quaternionenkörpers ist oder nicht, hängt ab vom Zerfall 
der Algebra U = (&,,,,k). 

Wir formen jetzt die Algebra \ um. Dazu bezeichnen wir die Zahlen 1, &,, &,, &; 
kurz mit &,, in der Weise, daß £, bei Anwendung des Automorphismus o ungeändert 
bleiben soll. Ebenso schreiben wir & = a,. A wird erzeugt von den Größen i, und £;1.. 
Es ist z, mit &,1, vertauschbar. Die i, erzeugen das gewöhnliche Quaternionensystem Q, 
und die &,1, erzeugen ein Untersystem (— a,, — a,) in V. Daher ist 

AE(—a, — a) xD. 
I Yu = —1. 


u 
Es ist leicht zu sehen, daß die Substitution 2, = 2 p,,y, die Determinante 1 hat und 


die Form Fa, x, in &y} überführt. Umgekehrt gibt eine solche Matrix p,, Anlaß zur 


Bildung der erwähnten Größen »v,, und W zerfällt dann. 
Wir erweitern das System O mit dem Körper k und bilden im erweiterten System 
D die Größen Js = &sta. Die j, haben dasselbe Faktorensystem wie die z,. Endlich 


setzen wir 
C=-43i7, 
= 3 (14 Pufıt Paket Pass)+ 3 (Pads —Pasfe)tıt 3 (Pısdı —Pawa)let 3 (Perf —Pızfı)is- 
Es folgt i7 Cjr=C. Mit NC, SpC sei hier die (reduzierte) Quaternionennorm bzw. 
Spur bezeichnet; C sei das zu C konjugierte Quaternion. Wegen 

NC=4S5pCC=45HpC2%j ii =1%p2Fi, Ci =SpC 
ist 

NC=1+ PuSdı + Paada + Pass — Y 


von Null verschieden, denn die Zahlen 1, &,, &, &; bilden eine Basis des Körpers k. Da 
C kein Nullteiler ist, gilt 


Ci Cl" =i. 
Diese Gleichung bleibt richtig, wenn C durch i,C” ersetzt wird; daraus folgt 


CC = EC 
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mit einer Zahl ö, aus dem Körper k; aus dieser Beziehung lassen sich die Zahlen ö, übrigens 
auch ohne Mühe berechnen. Setzen wir in der Identität 


(CC) E ey R er? u 1 
cc” = 6, i, usw. ein, so erscheint die Gleichung 
dd. 


6 & 
Biss u 


Wir hatten vorhin NC = y gesetzt; wird von der Gleichung C’CT" = ii, ö, die Norm 
genommen, so folgt 
y AR 52 

Aus der allgemeinen Theorie übernehmen wir jetzt den Schluß, daß der Körper 
K=k(yY) = R(yy) ein Quaternionenkörper ist mit k als Unterkörper, und daß 
alle solehen Körper durch A(jry) gegeben werden. Dies wollten wir gerade beweisen. — 

Für den Fall, daß R (und damit auch k) ein reeller algebraischer Zahlkörper ist, 
hat |Y ein geometrische Bedeutung: Die Transformation der i,, i,, {3 in die normierten 
09, 03 (d.h.in die 71, Ja, Js) geschieht durch eine Drehung um eine gewisse Achse 


und um einen gewissen Winkel 9. Es ist dabei Yy = 2 cos 2 


, 


Zm Schluß werde der historisch erste, von Dedekind ®) angegebene (Juaternionen- 
körper als Beispiel konstruiert: Die Form 227 + 323 + 423 wird durch 


330 
0=|-: ) 
1-1 2 


in 2 y? übergeführt. Mit r = 6 erhalten wir den Körper 


K= R(V6 +3y2 +23 + 2y2y3). 
K ıst über dem Grundkörper R der rationalen Zahlen galoissch mit der Quaternionen- 
gruppe und enthält k = R(/2, Y3) als Unterkörper ?). 
Göttingen, den 20. September 1955. 


°) R. Dedekind, Konstruktion von Quaternionkörpern, Ges. Werke 2, Braunschweig 1931. 

”) Die Bedingungen für die Erweiterbarkeii eines biquadratischen Zahlkörpers mit Vierergruppe über dem 
rationalen Zahlkörper zu einem Quaternionenkörper wurden neuerdings auch von E. Rosenblüth in seiner Disser- 
tation behandelt, allerdings mit unvollständigem Ergebnis. Siehe: Die arithmetische Theorie und die Konstruktion 
der Quaternionenkörper auf klassenkörpertheoretischer Grundlage, Monatshefte f. Math. u. Phys. 41 (1934). 


Eingegangen 20. September 1935. 


Journal für Mathematik, Bd. 174. Heft 4, 32 
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Über die sogenannte Hospitalsche Regel. 


Von Fritz Lettenmeyer in München. 


Der Grenzwert eines Quotienten zweier reeller Funktionen läßt sich bekanntlich 
in gewissen Fällen dadurch ermitteln, daß man an Stelle des Quotienten der beiden 
Funktionen den Quotienten ihrer Ableitungen untersucht, ein Verfahren, das gelegent- 
lich als „‚Hospitalsche Regel‘‘ bezeichnet wird. 

Für die Formulierung und den Beweis der Regel muß unterschieden werden, ob 
die Funktionen den Grenzwert Null oder einen unendlichen Grenzwert haben; unwesent- 
lich ist, ob es sich um den Grenzübergang der unabhängigen Variablen gegen eine end- 
liche oder eine unendliche Stelle handelt. 

Wir wollen etwa folgenden Satz herausgreifen: 

Für x > x, seien die reellen Funktionen p(x) und y(x) differenzierbar und y'(x) = 0. 
Ferner gelte 


lim |y(2)| = + ©, lim 72) = A 
4 rt ) * 2+= 9 (2) 
Dann folgt 
im PD) — 4 
>+n%(X) 


(A darf auch + ® oder — sein.) 

Für diesen Satz geben die heute gebräuchlichen Lehrbücher der Differential- 
rechnung einen unnötig umständlichen Beweis, was daran liegt, daß als Ausgangspunkt 
stets der sogenannte erweiterte Mittelwertsatz der Differentialrechung 


y(x)— yla) _ P(8) 
| Hoya) yo) M<E<e 

dient. 

Es sei gestattet, hier einen besonders einfachen Beweis mitzuteilen. 

Vorbemerkung. y' hat für x > x, konstantes Vorzeichen; denn hätte y’ an zwei 
Stellen verschiedenes Vorzeichen, so gäbe es eine Zwischenstelle mit y’ = 0 (Satz von 
Darboux über die Zwischenwerte einer Ableitung). Es darf also ohne Einschränkung 
der Allgemeinheit y’ > 0 statt y’ #0 und damit 9— + © statt |y|— + wo’ angenom- 
men werden. 

Beweis. Ist e > 0 vorgegeben, so gilt für hinreichend große x 


A—e< vr <A +E ’ 
oder (wegen y’ >0) 
(1) (A—e)yV <gp'<(A+te)y; 
es ist also 
9 —(A—e)y monoton wachsend, 
9 —(A-+ e)y monoton abnehmend. 
Die Funktion 9 — (A — e)y hat daher für £—-+ © entweder den Grenzwert 


+ & oder einen endlichen Grenzwert. Dasselbe gilt für die Funktion $ — (A — 2) y, 





” ww. 
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. Ra 
da in der bisherigen Überlegung ebensogut 9 wie e stehen kann. Hätte nun die erstere 


Funktion einen endlichen Grenzwert, dann erst recht auch die letztere, da y von einer 


Stelle an positiv ist. Es würde nun durch Subtraktion folgen, daß auch 5 y einen end- 
lichen Grenzwert hätte, im Widerspruch mit y> + &. Es gilt also 
9 —(A—e)y>-+m. 
Genau analog beweist man 
P—(A+y-—n. 
Mithin ist für hinreichend große x 
9 —(A—e)y>0, 
9—(A+e)y<O, 


oder 
P 
A—e<— <AHrte, 
y 


was die Behauptung ist. — 
Man sieht sofort, daß bei A = + » oder — © der Beweis nur unwesentlich modifi- 
ziert zu werden braucht und daß er in der gleichen Form auch für 2> 2, —O gilt. 
Alle Fälle der Hospitalschen Regel, auch diejenigen, in welchen die Funktionen 
den Grenzwert Null haben, lassen sich nach der obigen Methode auf einheitliche Art 
beweisen. 


Abgesehen von der Erschwerung des Beweises hat die erwähnte Verwendung 
des erweiterten Mittelwertsatzes auch noch einen methodischen Nachteil: Der Beweis 
versagt für einen Fall, in welchem die Behauptung auch noch richtig ıst, nämlich für 
den Fall, daß y’(x) „immer wieder‘ (d. h. für eine Menge von x-Werten mit der oberen 
Grenze + ©) gleichzeitig mit 9’(x) verschwinden darf, während sonst y’(xz) >O ist 

! 


und die Grenzwertbeziehung rag, unter Ausschluß dieser Nullstellen zu verstehen 


ist. Im übrigen bleibt die Voraussetzung y—> + »®.!) 

Diese Verallgemeinerung ist schon von Stolz ?) bemerkt und bewiesen worden. 
Einen einfacheren Beweis als den Stolzschen hat Rouquet ?) angegeben (zwar nur für 
y(x) = x, aber ohne weiteres auf den Fall eines beliebigen y(x) übertragbar); der 
Rouquetsche Beweis ist leider nicht in die Lehrbücher übergegangen. 

Der von mir oben angegebene Beweis bleibt auch unter diesen allgemeineren Vor- 
aussetzungen ohne weiteres gültig; man hat lediglich bis zu den Ungleichungen (1) die 
Jetzt erlaubten gemeinsamen Nullstellen von @’ und y’ auszunehmen und weiterhin 
an Stelle von (1) die Ungleichungen 

(2) (A—e)V sps(A+te)y 
zu benützen, welche ja für alle hinreichend großen x gelten. 

1) In Anwendungen kann man gelegentlich auf diese Verallgemeinerung angewiesen sein; s. z. B. meine Arbeit: 
Über das asymptotische Verhalten der Lösungen von Differentialgleichungen und Differentialgleichungssvstemen, 
Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-naturw. Abt., 1929, S. 230, Fußnoten 11 und 12. 


°) Grundzüge der Differential- und Integralrechung 1 (1893), S. 82. 
°) Nouv. Ann. de Math. (2) 16 (1877), S. 113—115. 


Eingegangen 6. Oktober 1935. 
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Die Normen aus einer normalen Divisionsalgebra 
über einem algebraischen Zahlkörper. 


Von Helmut Hasse ın Göttingen und Otto Schilling z. Zt. in Princeton. 


Sei A eine normale Divisionsalgebra vom Grade m über einem algebraischen Zahl- 
körper k. Wir behandeln ın dieser Arbeit die Frage, welche Zahlen «+0 aus k 
Normen von Elementen aus A sind, Norm durchweg im reduzierten Sinne verstanden. 

Wir beweisen die folgenden Tatsachen: 


I. Damit ein x #0 aus k Norm eines Elementes aus A ıst, ist notwendig, daß x an 
allen unendlichen Verzweigungsstellen von A positiv ist. 


II. Dies ist auch hinreichend, wenn m höchstens durch 2! teilbar ist oder wenn 
m — 2"m,(u >, 2. m,) ist und k die 2"-ten Einheitswurzeln enthält. 


II’. Allgemein ıst für 4\m x jedenfalls dann Norm eines Elementes aus A, wenn x 
an allen unendlichen Verzweigungsstellen von A positiv ist und an allen endlichen Ver- 
zweigungsstellen durch 2 teilbarer Ordnung von A eine durch 2 teilbare Ordnungszahl besitzt. 

Ob die letztere Bedingung im Falle 4 | m entbehrlich ist und somit durchweg allein 
die angegebenen Vorzeichenbedingungen maßgebend sind, können wir leider nicht ent- 
scheiden. Jedenfalls wird durch diese Sätze in einer großen Reihe von Fällen, z. B. 
durchweg für 2 4 m, festgestellt, daß die Norm des allgemeinen Elementes von A, eine 
Form der Dimension m in m? Unbestimmten mit Koeffizienten aus k, eine universelle 
Form ist, d. h. alle x + 0 aus k darstellt. 

Im Falle m = 2 liefert II unter anderem die bekannte Tatsache, daß jede positive 
rationale Zahl als Summe von vier rationalen Quadratzahlen darstellbar ist (A die ge- 
wöhnliche Quaternionenalgebra). 


Beweis von 1. 
Ist x = N (a) mit a aus A, so liegt a in einem maximal-kommutativen Teilkörper 
K von A, und nach der Theorie der Norm aus A besteht die Relation x = N (a) auch 
im Sinne der Norm aus Ä. Ist nun p eine unendliche Verzweigungsstelle von A, so sind 
bekanntlich alle Primteiler ® von p in Ä verzweigt, d. h. während k, reell ist, sind alle 
zugehörigen Ag komplex. Dann ist aber x = N (a) positiv bei p. 


Beweis von II und IT. 


1. Ist Z ein über k zyklischer Körper vom Grade m, der A zerfällt, S ein erzeugender 
Automorphismus von Z, und 


(1) A= (ß,Z, 5) 
eine zugehörige zyklische Erzeugung von A, also 
(2) A = Z(u) 
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mit 


(3) u"=ß+0liınk, uwut=2z° (zinZ), 
so betrachten wir die speziellen Elemente 

(4) a=z(—u) (zausZ) 
aus A, deren Normen wegen N (— u) = — ß durch 

N (a) = N (2) (— BP)" 
gegeben sind. 

Wir untersuchen dann, wann zu einem gegebenen & + O aus k ein zyklischer Zer- 
fällungskörper Z vom Grade m und damit eine zyklische Erzeugung (1) — (3) von A 
derart existiert, daß x Norm eines Elementes a aus A von der Form (4) ist. Diese Unter- 
suchung geschieht durch Zurückführung der Fragestellung auf leicht angreifbare lokale 
Fragen für die Verzweigungsstellen von A mittels des allgemeinen Grunwaldschen 
Existenzatzes !). 

Satzi1. Damit zu einem gegebenen x = 0 aus k und einem gegebenen r eine zyklische 
Erzeugung (1) — (3) von A derart existiert, daß x Norm eines Elementes a aus A von der 
Form (4) ist, ist notwendig und hinreichend, daß für jede Verzweigungsstelle v von A ein 
m-ter Charakter x, von k, existiert mit den Eigenschaften: 

(5) die Ordnung von x, ıst durch den p-Index m, von A teılbar. 
my 


(r, My) 


u u. \a5 r e,2\ „ h 
Beweis. a) Notwendig. Die Normsymbole y,(5) = 5 liefern ein solches 


(6) Die Ordnung von x,((— 1)’«) ist gleich 


System von Charaktern x,. Denn sie geben homomorphe Abbildungen der Multipli- 
kationsgruppen der k, in die zyklische Galoisgruppe der Ordnung m von Z. Nach der 
arithmetischen Theorie der zyklischen Algebren ?) gilt dabei einerseits (5), anderer- 
seits wegen der Voraussetzung x = N (a) = N (z) (— $)" auch (6). Denn man hat 
1x _ I-1Na,Z\ _ (N(2) B,Z\ _ (B,Z\’ 
„tern = (SU 82) _ (NRZ) _ (RZ) 


und (2) hat die Ordnung m,. 


b) Hinreichend. Nach (6) lassen sich die vorausgesetzten Charaktere y, so in einer 


festen zyklischen Gruppe {5} der Ordnung m repräsentieren, daß dabei 
(7) (1a) = 5” 


. HM, . ° . Fa , n 
wird, wo - mod. 1 die p-Invarianten von A sind; denn “° hat mod. 1 die Ordnung m.. 
m 


Wir dürfen dabei neben den Verzweigungsstellen p von A auch noch die etwa sonst 


. . . nu . . f , 
noch in x vorkommenden Primstellen p mitnehmen; für sie ist -" = 0 mod. 1, also zenügt 
. 


es, für sie %, = 1 zu setzen. Nach dem Grunwaldschen Existenzsatz existiert dann 
eın zyklischer Körper Z vom Grade m über k mit den folgenden Eigenschaften: 


') W. Grunwald, Ein allgemeines Existenztheorem für algebraische Zahlkörper, Journ. f. Math. 169 (1933), 
103— 107. 


?) H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe über einem algebraischen Zahlkörper, 
Math. Ann. 107 (1933), 731-760. 





250 Hasse und Schilling, Die Normen aus einer Divisionsalgebra über einem Zahlkörper. 


1. Bei einer geeigneten Darstellung der Galoisgruppe von Z als {$} gilt 


8 5 e\ = y.(8) für alle in A verzweigten und alle in 
() p/ kp & vorkommenden Primstellen p. 


2. Außer dem hierdurch festliegenden Verzweigungsverhalten von Z für diese 


$ 


n 
Primstellen p ist Z nur noch an n weiteren Primstellen q,; verzweigt, wenn m = H Mi 
= ı 


die Primzerlegung von m ist, und zwar von den Ordnungen !. 
Nach (5), (8) ist dann Z Zerfällungskörper von A, also besteht eine zyklische Er- 
zeugung (1) — (3) von A, und dabei ist 
(? r = = 5" für alle Primstellen p von X. 
Nach (7), (8) hat man dann 


(9) ee r\ —41 für alle in (8) genannten p. 


Ferner gilt (9) auch für alle übrigen p + q,, denn für sie ist 2) — 4, weil Z für p 


unverzweigt ist und p nicht in x vorkommt, sowie ( — 1, weil A für p unverzweigt 


ist. Nach der Produktformel für das Normsymbol gilt daher (9) auch noch für die q,, 
und somit für alle Primstellen p von k. Daher ist 
x(—ß) "= N(z) mit zausZ, 
also 
& = N (z) (— ß)’ = N(z(—u))=N(a) mita=2z(—u) aus A. 

Damit ist Satz 1 bewiesen. 

2. Wir wenden jetzt Satz 1 an, um unter verschiedenen Voraussetzungen «& als 
Norm aus A zu erweisen. 

Satz 2. /st a prim zu allen endlichen und positiv an allen unendlichen Verzweigungs- 
stellen von A, so ist x Norm aus A. 

Beweis. Wir wenden Satz 1 mit r = 0 an. 

. Dann lauten die Bedingungen (5), (6): 
%, hat durch m, teilbare Ordnung, 
,e)=1. 
Für eine endliche Verzweigungsstelle p wird das unter der für «x gemachten Voraus- 
setzung durch den reinen Teilbarkeitscharakter 
4,(£) =, wenn & bei p die Ordnungszahl » hat, 
(£ primitive my-te Einheitswurzel) erfüllt, für eine unendliche Verzweigungsstelle p (m, = 2) 
durch den (einzigen) Nichthauptcharakter 
%,(£) = (—1)’, wenn £ bei p das Vorzeichen (— 1)’ hat. 
Satz 3. /st x von zu m primer Ordnungszahl an allen endlichen und positiv an allen 


unendlichen Verzweigungsstellen von A, so ıst x Norm aus A. 
Beweis. Wir wenden Satz 1 mit r= 1 an. Dann lauten die Bedingungen (5), (6): 


%, hat durch m, teilbare Ordnung, 
%,(— %&) hat die Ordnung m,, 
Sie werden wieder durch die im Beweis von Satz 2 angegebenen Charaktere erfüllt. 
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Satz 4. k enthalte die m-ten Einheitswurzeln. Ist dann x an allen unendlichen Ver- 
zweigungsstellen von A positiv, so ıst x Norm aus A. 


Beweis. Wir wenden jetzt Satz 1 wieder mit r = 0 an, müssen aber für die end- 
lichen Verzweigungsstellen p andere Charaktere % als bisher nehmen. 


Auf Grund direkter Zerlegung der Charaktere entsprechend der Primzerlegung 
von m genügt es, die Existenz der fraglichen Charaktere x, unter der Voraussetzung 


zu beweisen, daß m eine Primzahlpotenz ist. 
Nun existiert ein m-ter Charakter y, von k, mit durch m, teilbarer Ordnung und 
2,6) = 1 sicher dann, wenn die Gruppe k,/k,, mindestens zwei unabhängige Elemente 


der Ordnung m besitzt; denn dann besitzt ky/{x, ky} noch mindestens ein Element 
der Ordnung m, also auch einen Charakter der Ordnung m. Es kommt also nur darauf 


an zu zeigen, daß ky/ky unter der gemachten Voraussetzung über k mindestens zwei 
unabhängige Elemente der Ordnung m besitzt. 


a) p+ m. Dann hat ky/k, bekanntlich genau zwei unabhängige Elemente, näm- 
lich repräsentiert durch 


ein Primelement x zu p, Ordnung m, 
eine Primitivwurzel » mod. p, Ordnung (m, R(p) — 1). 


Wenn k die m-ten Einheitswurzeln enthält, ist aber N(p) = 1 mod. m für jedes p + m, 
und somit ist auch »& von der Ordnung m. 


b) plm. Ist n der (absolute) Grad von k,, so hat die Gruppe ky/ky nach Hensel ?) 
den Typus (m,..., m, m,), wo zuerst (n + 1)-mal m steht (ein Primelement, n Eins- 
einheiten unendlicher Ordnung in k,) und dann noch ein weiteres uns hier nicht inter- 
essierendes m,|m folgt; es genügt für unseren Zweck nach dem Gesagten, daßn +1 2 2ist. 


3. Mittels der Sätze 2—4 können wir jetzt den Beweis der eingangs ausgesprochenen 
Tatsachen II, II’ erbringen. 

Beachtet man, daß für ein direktes Produkt A= A,x A, zweier Algebren der Grade 
mM,, m, für jedes Elementpaar a, aus A,, a, aus A, gilt 


N 4(a,a;) = Na,(a,)"" Na,(a5)"' , 
so reduzieren sich die in II, II’ ausgesprochenen Behauptungen auf folgende: 


III. Ist m prim zu 2, so ist jedes x #0 aus k Norm aus A. 


IV. Ist m = 2" und enthält k die m-ten Einheitswurzeln, so ist jedes an allen Ver- 
zweigungsstellen von A positive x #0 aus k Norm aus A. 

Die Vorzeichenbedingung tritt natürlich nur für a=1 auf, weil k für a >1 
total-komplex ist; und die Voraussetzung über k ist nur für « >1 eine wirkliche Ein- 
schränkung. 


IV’. Allgemein ist für m = 2" ein x + 0 aus k jedenfalls dann Norm aus A, wenn 
& für alle endlichen Verzweigungsstellen von A durch 2 teilbare Ordnungszahl hat und für 
alle unendlichen Verzweigungsstellen von A positiv ist. 

Die Richtigkeit von IV ist bereits durch Satz 4 als Spezialfall festgestellt. 

Zum Beweis von III und IV’ bezeichne p; die endlichen Verzweigungsstellen von 
A. Ferner seien »,; (im Falle III) bzw. 2v, (im Falle IV’) die Ordnungszahlen von a 
für die p. Wir wählen dann ein System von Zahlen x, aus k, die genau durch p! teilbar, 


°) K. Hensel, Allgemeine Theorie der Kongruenzklassengruppen und ihrer Invarianten in algebraischen Kör- 
pern, Journ. f. Math. 147 (1917), 1—15. 








